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ВСТУП 
 
Читач, сподіваємось, не буде заперечувати проти такого визна-

чення: "життя – це процес прийняття рішень". Рішення приймають 
політики, військові, виробники, споживачі, продавці, покупці, водії, 
пішоходи ("йти чи не йти на червоне світло"), дорослі ("що робити з 
дітьми"), діти ("що робити з іграшкою"), рішення приймають навіть 
студенти ("йти чи не йти на лекцію, а якщо йти, то що робити – слу-
хати лектора, розмовляти з сусідом). Рішення приймаються колекти-
вні (вибори президента), індивідуальні (за якого кандидата голосу-
вати), стратегічні ("куди піти вчитися"), тактичні ("брати чи не брати 
з собою парасольку"), миттєві (воротар – "в який кут стрибати"), 
розтягнуті в часі та просторі, важливі (з точки зору цивілізації, пар-
тії, окремого індивіда), несуттєві ("яку програму по телевізору диви-
тися") і т.п. Рішення приймаються на основі знань, досвіду, інтуїти-
вно, за допомогою випадкового механізму, за підказкою інших, за 
бажанням, за необхідністю і т.д. В багатьох практично цікавих випа-
дках основним моментом є саме метод (алгоритм) прийняття рішен-
ня, а вже потім вивчення властивостей прийнятого рішення. Більш 
того, в деяких випадках апріорне задання властивостей шуканого 
рішення (у вигляді аксіом) призводить до його неіснування або до 
неможливості його знаходження заданою процедурою. 

Хоча вивченням окремих задач прийняття рішень людство за-
ймалось давно, теорія прийняття рішень як наукова дисципліна сфо-
рмувалось в другій половині ХХ ст., що пов'язано в значній мірі з 
розвитком обчислювальної техніки та інформатики. 

Термін "прийняття рішень" зустрічається в багатьох дисциплінах, 
прийняття рішень є одним з основних напрямків прикладної математи-
ки. Моделі та методи теорії прийняття рішень знайшли широке засто-
сування, в першу чергу, в економіці, військовій справі, політиці, меди-
цині. Історично теорія прийняття рішень виокремилась з наукового на-
прямку, відомого під назвою "дослідження операцій". В свою чергу,  
теорія прийняття рішень стимулювала розвиток нового наукового на-
прямку "штучний інтелект". 
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РОЗДІЛ 1 
БАЗОВІ ОСНОВИ ПРИЙНЯТТЯ РІШЕНЬ 

 
Якщо дотримуватись класифікації проблем прийняття рішень 

американських вчених Г.Саймона й А.Н'юєлла [1], то типові задачі 
дослідження операцій відносяться до добре структурованих або кі-
лькісно сформульованих. У таких проблемах суттєві залежності ві-
домі настільки добре, що можуть бути вираженими в числах або си-
мволах, котрі у кінцевому результаті отримують чисельні оцінки. 
Вивчення реальної ситуації, що моделюється, може вимагати вели-
кого обсягу часу. Необхідна інформація може мати високу вартість, 
але при наявності засобів і високої кваліфікації дослідників маються 
всі можливості знайти адекватне кількісне описання проблеми, кри-
терій якості та кількісні зв'язки між змінними. 

По іншому складається справа у слабо структурованих проблемах. 
Тут частина інформації, що необхідна для повного й однозначного 
визначення вимог до розв'язку, принципово відсутня. Дослідник, як 
правило, може визначити основні змінні, встановити зв'язок між ни-
ми, тобто побудувати модель, що адекватно описує ситуацію. Але при 
цьому залежності між критеріями взагалі не можуть бути визначени-
ми на основі об'єктивної інформації, що мається у дослідника. 

Більш того, існують проблеми, у яких відомий лише перелік основ-
них параметрів, але кількісні зв'язки встановити між ними неможливо. 
У таких випадках структура, що розуміється як сукупність зв'язків між 
параметрами, невизначена і проблема називається неструктурованою. 

Будемо вважати, що структуровані (добре структуровані) задачі від-
носяться до предмета дослідження операцій, слабо структуровані – до 
компетенції прийняття рішень, неструктуровані – до штучного інтелекту. 

 
§1. Загальна задача прийняття рішень 

 
Схему прийняття рішень у найбільш загальному вигляді можна 

описати у наступному вигляді (див. рис 1.1). 
В загальному випадку кожен блок 1-5 приведеної схеми ("загальної 

задачі прийняття рішень" – ЗЗПР) потребує конкретизації та певної фо-
рмалізації. Задача із заданою множиною альтернатив Ω та принципом 
оптимальності ОП називається загальною задачею оптимізації, зміст 
якої полягає у виділенні множини "кращих" альтернатив ОП(Ω), зок-
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рема, якщо принцип оптимальності задається скалярною функцією ви-
бору на Ω, то маємо звичайну оптимізаційну задачу (наприклад, ліній-
ного програмування). Якщо принцип оптимальності задається множи-
ною критеріальних функцій, то маємо задачу багатокритеріальної оп-
тимізації. Задача з відомою множиною альтернатив Ω та явно заданим 
принципом оптимальності називається задачею вибору. 

 

4. Визначення принципу 
порівняння альтернатив 
(визначення принципу 

оптимальності) 

5. Структурування множини 
альтернатив: 

а) розбиття на класи (кластеризація); 
б) впорядкування; 

в) вибір кращої (кращих) 

1. Визначення 
мети (цілі)    
та засобів її 
досягнення 

2. Побудова варіантів 
досягнення мети 

(множини альтернатив) 

3. Формування 
множини наслідків 

(оцінка 
альтернатив) 

 
Рис. 1.1. 

 
У процесі розв'язку загальної задачі прийняття рішень, як прави-

ло, беруть участь три групи осіб: особи, що приймають рішення 
(ОПР), експерти (Е) та консультанти (К). 

ОПР називають людину (або колективний орган такий, як науковий 
заклад, Верховна рада тощо), що має (формує) ціль, котра служить мо-
тивом постановки задачі та пошуку її розв'язання. ОПР визначає також, 
які засоби є допустимими (недопустимими) для досягнення мети. 

Експерт – це спеціаліст у своїй галузі, що володіє інформацією 
про задачу, але не несе прямої відповідальності за результати її роз-
в'язання. Експерти допомагають ОПР на всіх стадіях постановки та 
розв'язання ЗПР. 

Аналітиками (консультантами, дослідниками) називають спеціа-
лістів з теорії прийняття рішень. Вони розробляють модель (матема-
тичну, інформаційну і т.п.) задачі прийняття рішень (ЗПР), процеду-
ри прийняття рішень, організовують роботу ОПР і експертів. 

У найпростіших ситуаціях ОПР може виступати одним у трьох 
ролях, у більш складних – ОПР може поєднувати функції аналітика, 
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звертаючись до спеціалістів з вузьким профілем для вирішення час-
ткових проблем. У загальному випадку ОПР (наприклад, президент 
або профільний комітет Верховної ради) залучає до вирішення дер-
жавних проблем аналітиків –консультантів, які, в свою чергу, звер-
таються до експертів. ОПР – головнокомандуючий має колективного 
консультанта – Генеральний штаб, який, у свою чергу, організовує 
роботу експертів – спеціалістів з озброєння, хімічного та біологічно-
го захисту, політологів, метеорологів тощо. 

В практичних (прикладних) задачах прийняття рішень формалі-
зація кожного кроку процесу прийняття рішень (представлених на 
рис. 1.1) пов'язана з певними, іноді дуже складними, проблемами. У 
першу чергу, постає проблема визначення мети та засобів її досяг-
нення. Можна ставити апріорі недосяжні або навіть абсурдні чи зло-
чинні цілі ("моя мета – пробігти стометрівку за 5 секунд", "наша ціль 
– комунізм", "наша ціль – чистота раси" і т.д.). Можна використову-
вати нецивілізовані, навіть злочинні, методи досягнення цілком до-
сяжної мети ("мета – стати президентом", "стати багатим", "отрима-
ти п'ятірку на іспиті" і т.д. і т.п.).  

Але мова зараз не про це. Нас цікавить формалізація ЗЗПР, її 
описання на мові математики з метою моделювання практичних си-
туацій прийняття рішень. І якщо математична модель приведе до 
факту неіснування розв'язку поставленої задачі, наша мета буде до-
сягнутою. Припустимо тепер, що ціль і методи її досягнення визна-
чені. Постає проблема побудови множини альтернатив – варіантів 
дій, направлених на досягнення мети. Тут, у першу чергу, виникає 
проблема побудови "повного списку" альтернатив. Можлива ситуа-
ція, коли невключення певної альтернативи приведе до неможливос-
ті розв'язання задачі або до її "неякісного" розв'язання. Так, не 
включення до економічної системи колишнього СРСР ринкових ме-
ханізмів у кінцевому рахунку привело до деградації суспільства та 
розпаду СРСР. 

Не менш складною є проблема оцінки альтернатив – "до чого 
приведе та чи інша вибрана дія". Як правило, оцінки альтернатив 
носять суб'єктивний характер, вони отримуються на основі обробки 
експертної інформації. Навіть якщо можна оцінювати альтернативи 
за допомогою "об'єктивних" процедур (наприклад, вимірювати вагу 
товару, відстань між населеними пунктами тощо), постає проблема 
визначення всіх або хоча б "найважливіших" аспектів оцінки кожної 
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альтернативи. Тут також неврахування навіть одного аспекту в оці-
нці варіантів дії може призвести до катастрофічних наслідків (зга-
даймо Чорнобильську катастрофу – неврахування ризику аварії при 
будівництві АЕС привело до трагічних результатів).  

Остання принципова складність (але не остання за значенням) – 
вибір принципу порівняння альтернатив і на його основі - принципу 
оптимальності. Якщо на попередньому етапі визначені числові оцінки 
альтернатив, то вибір принципу оптимальності зводиться до вибору 
критерію (критеріїв) оптимізації, котрий у максимальній мірі відпові-
дає меті ЗЗПР. Так, якщо для тренера футбольної команди мета – пе-
ремога у наступному матчі, то за принцип оптимальності може слугу-
вати такий критерій: "Перемагає та команда, яка виконує за матч бі-
льшу сумарну кількість успішних тактично-технічних елементів" (пе-
редач м'яча, відборів, ударів по воротах і т.д.). Такий принцип не раз 
висловлював В.В.Лобановський. Як правило, визначення (побудова, 
прийняття) принципу оптимальності відбувається у декілька етапів. 
Так, якщо ціль ЗЗПР описується декількома числовими критеріями (і, 
отже, маємо задачу багатокритеріальної оптимізації), необхідно ви-
значити – на основі якого "глобального" принципу оптимальності бу-
дуть порівнюватись (і вибиратись кращі) альтернативи. 

Проблеми реалізації останнього блоку схеми пов'язані, у першу 
чергу, з математичними труднощами розв'язання задач, що виника-
ють. Тут і велика розмірність, і проблеми існування розв'язку, і збі-
жність процедур його побудови і т.д. і т.п. 

Розглянемо приклади змістовної інтерпретації блоків ЗЗПР. 
1. Визначення мети та засобів. Розглянемо такі приклади. 
1.1. Християнська доктрина визначає мету земного існування лю-

дини як "спасіння душі". Засоби – будь-які, що не суперечать запо-
відям "Нового заповіту" (не вбивай; не гнівайся на ближнього; не 
чини перелюбу; не клянись, але виконуй клятви свої перед Госпо-
дом; не протився злому, і коли вдарить тебе, хто у праву щоку твою, 
– підстав йому й іншу; любіть і ворогів своїх; про милостиню; про 
піст; складайте собі скарби на небі; покладайте на Бога надію свою; 
не судіть своїх ближніх ("Не суди, але викривай"); ходіть дорогою 
вузькою; стережіться фальшивих пророків; чиніть волю отця вашого 
небесного; не будуйте на піску). 

1.2. Сучасна гуманістична доктрина визначає ціль життя людини 
як "самореалізацію" (див. Эрих Фромм: "Бегство от свободы"; "Че-
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ловек для самого себя"). Засоби досягнення цієї мети визначаються, 
перш за все, "Декларацією прав людини", у якій на першому місці, 
безумовно, стоїть християнський принцип "не убий" ("право на жит-
тя"). Інші біблейські принципи не є категоричними імперативами. З 
принципом «Не вбивай» тісно пов’язана проблема смертної кари. 
Якщо мета – “справедливість за будь-яку ціну” (зокрема, ”око за 
око, зуб за зуб”), то смертна кара допустима. Але, якщо дещо пере-
формулювати проблему смертної кари – чи згодні ви, щоб разом з 
шістьма злочинцями був страчений один невинуватий (а саме така 
статистика хибних смертних вироків за останні 150 років в Європі і 
Америці), то принцип ”справедливість за будь-яку ціну” стає зовсім 
не очевидним.                  

1.3. Видатний філософ ХХ сторіччя Микола Бердяєв визначав ме-
ту життя людини не як "спасіння", а як "творче сходження", засіб - 
"свобода" (див. його праці "О назначении человека", "Смысл творче-
ства", "Философия свободы"). 

1.4. "Хто ж вони, справжні філософи? Ті, хто метою мають істи-
ну" (Платон). 

       "Життя перестає прив'язувати до себе щойно зникає мета" (І. 
Павлов). 

       "Минуле і теперішнє – наші засоби, тільки майбутнє – наша 
мета"   (Блез Паскаль). 

1.5. Мета – вилікувати хворого. Засоби – усе те, що надається си-
стемою охорони здоров'я. 

1.6. Мета – побудувати літак. Засоби – 10 млн. грн. 
1.7. Мета – виграти футбольний матч, засоби у тренера – сформу-

вати команду на даний матч із наявних 25 футболістів. 
1.8. Мета – "щастя всього людства". Цю мету висували й висувають 

філософи, політики, пророки, авантюристи. І якщо з метою все зрозу-
міло (про формалізацію терміна "щастя" зараз мова не йде - на Всесвіт-
ньому економічному форумі у Давосі в січні 2006 року один із семіна-
рів мав назву "Щастя – це..."), то із засобами її досягнення набагато 
складніше. Згадаймо хоча б Ф. Достоєвського – "щастя всього людства 
не варте однієї сльозинки дитини"; графа Каліостро – "якщо хтось не 
захоче бути щасливим, то він повинен померти" (див. фільм С. Говору-
хіна “Формула любви”); Ф.Ніцше – "хочеш бути щасливим – не мрій".  

Доцільно тут згадати і слова: "Політики – це люди, найбільш не-
розбірливі у засобах (досягнення мети)". Сучасна історія, на жаль, 
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повністю підтверджує цей вислів. Прикладів тут безліч і читач легко 
може їх привести. Ми ж лише приведемо слова Максима Горького 
про те, що "Леніну, як вождю, притаманна для цієї ролі необхідність 
у відсутності моралі" і слова Мітчела Канора (розробника "Lotus"), 
який називає Білла Гейтса "найбільш успішним і яскравим предста-
вником тих, хто грає на стратегії – перемога за будь-яку ціну". А вза-
галі проблема "мета – засоби" стара як світ (читачам радимо прочи-
тати серію чудових романів А. Кьостлера, присвячених цій темі, - 
"Слепящая тьма", "Призрак грядущого", "Гладиаторы"). Ми ж при-
єднуємось до думки, що історичний досвід показує, що відмова від 
вимог моралі у кінцевому рахунку є завжди програшною стратегією.  

1.9. Мета – отримання максимального задоволення від життя (про 
формалізацію поняття задоволення див. вище у Е. Фромма). Засоби сту-
дента – 50 грн. (на початок 2009 року). 

1.10. Мета викладача – навчити студента своєму предмету, засоби 
викладання – ”цікаво, зрозуміло і … весело” (принцип видатного 
вченого і педагога ХХ сторіччя академіка П. Капіци).  

Загальний підхід до поняття мети був розвинутий на початку 40-х 
років ХХ ст., у першу чергу, Н.Вінером, який писав, що термін "ці-
леспрямоване" означає, що дія або поведінка допускає тлумачення 
як направлені на досягнення деякої мети, тобто деякого кінцевого 
стану, при якому об'єкт вступає у певний зв'язок у просторі або часі 
з деякими іншими об'єктами або подіями. З філософськими аспекта-
ми в об'єктивізації поняття мети можна ознайомитись у роботі [1]. 

Розглянемо основні типи цілей та способи їх формалізації, що за-
стосовуються при прийнятті рішень. 

"Якісна" ціль характеризується тим, що всякий результат або по-
вністю задовольняє цій цілі або повністю не задовольняє, причому 
результати, що задовольняють цій цілі нерозрізненні між собою точно 
так як нерозрізненні між собою і результати, що не задовольняють цій 
цілі. Наприклад, ціль – стати чемпіоном. І якщо ціль досягнуто, то 
немає значення, як її досягнуто – наполегливим тренуванням, підку-
пом суддів, знищенням конкурентів тощо. Якісну ціль можна форма-
лізувати у вигляді деякої підмножини А множини всіх можливих ре-
зультатів, де всякий результат Aa∈  задовольняє цій цілі, а всякий 
результат Aa∉  не задовольняє їй. Множина А при цьому називається 
цільовою підмножиною. Так, якщо ціль "зайняти призове місце", то 
цільова множина А – перші три місця з усіх можливих. 
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Якісну ціль (її можна назвати якісною "чіткою" ціллю) можна 
узагальнити наступним чином. Нехай кожному результату а відпо-
відає "ступінь" виконання цілі 1)(0  ),( ≤≤ aa µµ . Зокрема, 1)( =aµ , 
якщо Aa∈ ; 0)( =aµ , якщо Aa∉ .  

"Кількісна" ціль є результатом вибору на множині результатів, що 
описуються кількісно, за допомогою деякої дійснозначної функції 

1: EAf → . Задача прийняття рішень у цьому випадку зводиться до 
знаходження оптимуму (максимуму чи мінімуму) функції f на мно-
жині А. Відмітимо, якщо "якісну" ціль формально можна звести до 
"кількісної" (поклавши, наприклад, 1)( =af , Aa∈ ; 0)( =af . 

Якщо цільова функція є векторною, тобто кожен результат описуєть-
ся набором чисел, що характеризують його "вартість", "ефективність", 
"надійність" тощо, то маємо задачу багатокритеріальної оптимізації. 

Відмітимо, якщо ціль задано з допомогою скалярної цільової функ-
ції f, то можна визначити пов'язану з цією ціллю перевагу серед резуль-
татів: з двох результатів кращим буде той, якому відповідає більше 
(менше) значення цільової функції (при рівних значеннях цільової фун-
кції говорять про байдужність результатів). Назвемо таку перевагу пе-
ревагою, що пов'язана з цільовою функцією f. Але можна говорити про 
перевагу і без наявності цільової функції, задаючи множину пар ре-
зультатів, для яких перший результат у парі є кращим за другий (або не 
гіршим). З формальної точки зору останнє означає, що на декартовому 
добутку результатів AA×  задане деяке бінарне відношення. У загаль-
ному випадку за заданим бінарним відношенням неможливо побудува-
ти цільову функцію, пов'язану з ним. Відомі достатні умови (властиво-
сті), яким повинно задовольняти бінарне відношення для того, щоб іс-
нувала цільова функція, пов'язана з ним (див. Розділ 2 "Основи теорії 
корисності"). Отже, задання переваг у вигляді бінарного відношення на 
множині результатів є більш загальною формою формалізації цілі. З 
іншого боку, на практиці дуже часто відношення переваги задається 
саме бінарним порівнянням – про це говорить і народна мудрість "Все 
пізнається у порівнянні". 

2. Побудова множини варіантів дій та їх наслідків. Формально 
блоки 2 та 3 схеми ЗЗПР є незалежними, змістовно – зв'язаними (для 
чого розглядати альтернативи, які не можна принципово оцінити?). 
Тому на прикладах розглянемо їх сумісно. У блоці 2 альтернативи 
будуються на основі евристичних, неформальних процедур; у блоці 
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3 на основі формально-математичних, експертних процедур здійс-
нюється оцінювання їх наслідків.  

Розглянемо основні типи залежностей між альтернативами та 
наслідками. 

Найпростіший тип залежності – детермінований, коли кожна 
альтернатива приводить до єдиного наслідку. При цьому між альте-
рнативами та наслідками існує функціональна залежність і такі ЗПР 
називаються ЗПР в умовах визначеності. Наявність функціональної 
залежності приводить до того, що ЗПР достатньо описувати тільки у 
термінах цілі та альтернатив. 

Найчастіше вибрана альтернатива може привести до множини 
наслідків. Такий тип залежності називається недетермінованим. При 
цьому між альтернативами та наслідками не існує функціональної 
залежності і такі ЗПР називаються ЗПР в умовах невизначеності. 
Невизначеність є проявом впливу на наслідок зовнішнього середо-
вища, як ще кажуть – природи. Якщо невизначеність є проявом 
впливу на наслідок інших ОПР, які мають свої цілі, то така задача 
називається ЗПР в умовах конфлікту. 

Пропонуємо читачу (у якості завдання на самостійну роботу) по-
будувати множину варіантів для досягнення мети в умовах визначе-
них засобів для приведених вище прикладів. 

Більш детально проаналізуємо проблему 1.9 –"Отримати максимальне 
задоволення за 50 грн.". Можливі дії: 1a - піти у кіно; 2a - піти на дискоте-

ку; 3a - купити книгу; 4a - залишитись вдома (і зекономити 50 грн.) і т.д. 
Цілком можливо, що два різні індивіди оцінять альтернативи (наслід-

ки вибраних дій) наступним чином: 1a  – 5 балів, 2a  – 4, 3a  – 2, 4a  – 1 

(екстраверт, кінолюб); 1a  – 2, 2a  – 1, 3a  – 5, 4a  –3 (інтраверт, бібліофіл). 
В цій задачі зв'язок між альтернати-
вами та наслідками є детермінованим, 
ЗПР достатньо описувати тільки у 
термінах цілі та альтернатив. 

Зв’язок між альтернативами та 
наслідками найчастіше є недетермі-
нованим, залежним від "станів при-
роди".  

Так, збираючись зранку на за-
няття, в залежності від станів при-

Табл. 1.1 
Y   

А 1y  2y  3y  4y  

1a  5 2 2 1 

2a  3 5 3 3 

3a  2 3 2 3 

4a  2 4 5 4 
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роди 1y  – 4y (тепло – сонячно, тепло – дощ, холодно – сонячно, холод-

но – дощ), студент  повинен вибрати одну з альтернатив 1a  – 4a  (йти в 
одному костюмі, взяти парасольку, одягти плащ, одягти пальто). Оцінки 
альтернатив (у чотирьохбальній шкалі) внесемо у табл. 1.1. 

Якщо в прикладі 1.6. замовником виступає уряд промисловості, то 
альтернативами можуть бути конструкторські бюро та літакобудівні 
заводи України (Київ, Харків), Росії тощо. При виборі меню ОПР оці-
нює комплексний обід за трьома критеріями за п'ятибальною шкалою – 
вартість ( 1f - мінімізувати), калорійність ( 2f - максимізувати або мінімі-

зувати), смакові якості ( 3f - максимізувати). Крім того, нехай оцінки за 
переліченими критеріями залежать від стану "природи" (у якого з трьох 
постачальників було закуплено продукти), причому відомі ймовірності 
реалізації станів (з ймовірністю 41  товари було закуплено у І або ІІ по-

стачальника, з імовірністю 21  – у ІІІ).  Нехай також ОПР вибирає аль-
тернативи за допомогою деякого випадкового механізму, зумовленого 

тим, що двічі на тиждень доцільно вибирати пісну дієту (альтернатива 

3a - салат з капусти, овочевий суп, каша, компот), двічі – рибну ( 2a  – 

салат з огірків, борщ, риба, сік) і тричі – м'ясну ( 1a - салат з капусти, со-
лянка, котлети, компот). Тоді оцінки наслідків можна описати табл. 1.2 
(q – ймовірносний розподіл станів природи, р– розподіл альтернатив).  

У прикладі 1.7 ОПР (тренер) знає лише "порівняльний" стан го-
товності футболістів, наприклад, нападників (усього їх четверо). Цю 
інформацію представимо у табл. 1.3, де елемент 1=ija , якщо у фут-

боліста ia  готовність краща, ніж у j)(ia j ≠  , ; 0=ija , якщо стан го-

Табл. 1.2. 

1y  2y  3y  P            Y 
 
 А 1f  2f  3f  1f  2f  3f  1f  2f  3f   

1a  4 5 4 3 5 3 2 4 2 72  

2a  3 4 4 2 4 3 2 4 3 72  

3a  2 3 3 1 3 2 1 2 1 73  

q 41  41  21   
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товності однаковий (зокрема, 
0=iia ); 1ija = − , якщо у футболі-

ста 
ia  готовність гірша, ніж у 

j)(iaj ≠  . На основі цієї таблиці 

необхідно побудувати відношення 
пріоритету серед чотирьох напад-
ників. Якщо склад команди фор-
мує не один тренер, потрібно спо-
чатку "інтегрувати" думки трене-

рів, представлені таблицями виду 1.3. 
В якості "стану природи" може виступати інший ОПР і задача 

"прийняття рішення в умовах конфлікту" опишеться наступною таб-
лицею 1.4, де 1a , 2a  – дії (стратегії) першого ОПР (гравця); 1b , 2b  – 
другого.  

При виборі стратегії ia  першим 

гравцем, jb  – другим, виграш пер-

шого складе ),(1 ji baf , другого – 

),(2 ji baf . У якості подібної за-

дачі розглянемо відому проблему 
"Дилема бандита"[2]. Двох спій-
маних злочинців, котрих підозрю-
ють у скоєнні групового злочину 
(за груповий злочин покарання бі-
льше), розсаджують у різні камери 
(інформаційний обмін між ними – 
"переговори"–    неможливі). "Ви-
граші" наведені у Табл. 1.5, де 1a , 

1b  –  стратегія   "признатись", 2a , 2b  – "не признаватися", ),( 21 ff – 
кількість років, які "світять" кожному з бандитів. 

 3. Визначення принципу оптимальності та структурування 
множини альтернатив. Знову ж таки з формальної точки зору блоки 
4, 5 загальної схеми принципово різні – у блоці 4 на основі неформаль-
них міркувань вибирається принцип оптимальності, у блоці 5 – на ос-
нові формально-математичних процедур розв'язуються задачі вибору; з 
практичної точки зору – блоки 4 і 5 доцільно розглядати сумісно. 

Табл. 1.3. 

 1a  2a  3a  4a  

1a  0 1 1 0 

2a  -1 0 1 1 

3a  -1 -1 0 1 

4a  0 -1 -1 0 

 

Табл. 1.4. 
   ІІ 
І 1b  2b  

1a  

2a  
)),(),,(( 21 jiji bafbaf  

 

Табл. 1.5. 
    ІІ 
І 1b  2b  

1a  (10,10) (0,25) 

2a  (25,0) (1,1) 
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Будемо вважати, що в таблиці 1.1 стани природи рівноймовірні, 
тоді логічним принципом оптимальності може бути вибір за серед-
ньою або сумарною оцінкою альтернатив (і буде вибрано 4a ). Не 

менш логічними будуть такі міркування – при виборі 1a  найгірша 

оцінка дорівнює 1, 2a  – 3, 3a  – 2, 4a  - 2. Отже, якщо вибрати 2a , то 
менше за 3 отримати не можна. За таким критерієм буде вибрано (і 
теж цілком логічно) альтернатива 2a . Найменша залежність від 
"станів природи" (різниця між найкращою і найгіршою оцінками) 
гарантується альтернативою 3a . Зверніть увагу, що "логічні" мірку-
вання привели до протилежних наслідків. 

Нехай тепер стани природи у цій задачі не рівноймовірні – ймовір-
ність стану 1y  4.0)( 1 =yp ; 3.0)( 2 =yp ; 2.0)( 3 =yp ; 1.0)( 4 =yp . Тоді в за 

"сумарну оцінку" альтернатив логічно взяти матемтичне сподівання 

∑=
j

jjii ypyafaM )(),()( . Маємо: 7.31.02.023.024.05)( 1 =+⋅+⋅+⋅=aM ; 

6.3)( 2 =aM ; 4.2)( 3 =aM ; 4.3)( 4 =aM . Отже, при певних ймовірностях 

станів природи кращою альтернативою стала альтернатива 1a  (хоча, 

звичайно, з ймовірністю 0.1 вибір альтернативи 1a  гарантує незагарто-
ваному студенту ОРЗ).  

Для таблиці 1.2 логічно взяти середню оцінку для кожної альтер-
нативи по кожному постачальнику (нехай усі критерії максимізу-
ються, оцінку "вартості" візьмемо зі знаком мінус) і підрахувати ма-
тематичне сподівання по розподілу ймовірностей вибору постачаль-
ника: 5.45.0425.0525.05)( 1 =⋅+⋅+⋅=aM ; 5)( 2 =aM ; 5.2)( 3 =aM . 

Далі, прийнявши за оцінку кожної альтернативи )( iaM , логічно 
оцінити її математичним сподіванням з врахуванням ймовірності її 

реалізації: iii qaMaM )()(
~ = . Маємо: 

7

9

7

2
5.4)(

~
1 =⋅=aM ; 

7

10
)(

~
2 =aM ; 

7
5.7

)(
~

3 =aM . Таким чином, буде вибрана альтернатива 2a . 

Розглянемо "Дилему бандита". Начебто непоганий вибір ),( 22 ba , 
але тоді у кожного з бандитів виникатиме бажання "відхилитися" від 
даної ситуації: якщо перший поміняє 2a  на 1a , то його відпустять 
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(перший признається і "топить" колегу). Аналогічно у другого теж 
виникає бажання відхилитись від ситуації ),( 22 ba . Якщо прийняти 
за принцип оптимальності "невигідність відхилення", то як не пара-
доксально, буде вибраною ситуація ),( 11 ba ! Аби бандити могли до-

мовлятись, то можливий вибір ситуації ),( 22 ba (з мінімізацією спі-
льного терміну ув'язнення). 

 
Контрольні завдання 

 
1. Визначте мету свого життя на наступний тиждень, місяць, 

рік (можна й більше). 
2. Які засоби отримання позитивної оцінки на іспиті з курсу 

“Теорія прийняття рішень” для вас є допустимими (можливими, ба-
жаними) – регулярне відвідування лекцій, своєчасне виконання ла-
бораторних робіт, відвідування консультацій викладача, «викорис-
тання інтелекту»  сусіда на контрольних роботах і т.п. 

3. Конкретизуйте мету “щастя всього людства” (на ваш погляд) 
та визначте допустимі для вас засоби її досягнення. 

4. Як ви інтерпретуєте вислів Ф. Ніцше “хочеш бути щасливим 
– не мрій”. 

5. Оцініть засоби досягнення мети “вироблення комуністично-
го людства” за М. Бухаріним: “Пролетарське присилування в усіх 
формах, починаючи від розстрілів і закінчуючи трудовою повинніс-
тю, є, як не парадоксально звучить, засобом вироблення комуністи-
чного людства з людського матеріалу капіталістичної епохи”. 

6. Прокоментувати вислів: “Вибирай цілі, враховуючи засоби”. 
7. Запропонуйте цікаві і корисні приклади, аналогічні описаним 

табл. 1.1-1.5, які б можна було б привести в наступним виданнях по-
сібника (з посиланням на автора прикладу–див. Розділ 3, § 3). 

 
§2. Бінарні відношення 

 
Нехай задана множина альтернатив (об'єктів) Ω , принцип оптима-

льності безпосередньо у числовій формі не задано, але експерт для 
деяких пар об'єктів може вказати, який з об'єктів пари кращий (пере-
важає) за іншого. У цьому випадку говоритимемо, що ці два об'єкти 
знаходяться у бінарному відношенні. Оскільки, з одного боку, народ-
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на мудрість говорить: "Все пізнається у порівнянні" (для вибору кра-
щого потрібно порівнювати), з іншого – найпростіше порівнювати два 
об'єкти (ще одна народна мудрість : "У трьох соснах заблукав"), біна-
рні відношення широко використовуються у теорії прийняття рішень. 

Бінарним відношенням R на множині Ω  називається довільна 
підмножина R декартового добутку Ω×Ω  (нагадаймо, що декарто-
вим добутком двох множин A і B називається множина пар елемен-
тів ),( ba , де Aa∈ , Bb∈ ). Якщо пара елементів x і y знаходиться у 

бінарному відношенні R, то будемо позначати цей факт як ( ) Ryx ∈,  
або xRy. Якщо потрібно вказати множину Ω , на якій задано бінарне 
відношення R, то будемо писати ( )ΩR  або ),( ΩR . 

Крім безпосереднього задання всіх пар, для котрих виконується 
відношення R, існує три основних способи задання відношень: мат-
рицею, графом, перетинами. 

Нехай множина Ω  містить n елементів: { }nxx ,...,1=Ω . Тоді мат-

риця бінарного відношення A(R) задається елементами ija , nji ,1, = : 

( ) 1=Raij , якщо ji Rxx ; ( ) 0=Raij , якщо не виконується ji Rxx . З ін-

шого боку, якщо задана матриця A розміром nn×  з нулів і одиниць 
та вибрано нумерацію елементів множини Ω , що складається з n 
елементів, то тим самим на Ω  задається деяке відношення R=R(A) 
таке, що ji Rxx , виконано тоді і лише тоді, коли ( ) 1=Raij . 

Задання бінарного відношення R графом здійснюється наступним 
чином. Елементам скінченої множини { }nxx ,...,1=Ω  (при деякій ну-
мерації) ставиться у взаємно-однозначну відповідність вершини 
графа G. Проведемо дугу від вершини ix  до вершини jx  тоді і лише 

тоді, коли виконується ji Rxx  (при i=j  дуга ( )ji xx ,  перетворюється у 

петлю при вершині ix ). 
Якщо задано довільний граф G з n вершинами і вибрано нумера-

цію на множині Ω , то тим самим на Ω  задається деяке відношення 
( )Ω= RR  таке, що ji Rxx  виконується тоді і лише тоді, коли у графі 

G є дуга ( )ji xx , . Граф є геометричним представленням відношення 

аналогічно тому, як графік є геометричним представленням функції. 
Геометрична мова корисна, якщо граф достатньо простий. Навпаки, 
вивчати й описувати складні графи з великою кількістю вершин час-
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то зручно у термінах відношень. 
Оскільки у багатьох практичних випадках ЗПР кількість альтер-

натив скінченна (або стає скінченною після попереднього аналізу 
інформації), то попередні способи задання бінарного відношення 
широко використовуються (особливо наочним є задання графом). 

Універсальним способом задання відношень (зокрема, на нескін-
ченних областях) є задання за допомогою перетинів. 

Верхнім перетином ( )xR+  називається множина елементів Ω∈y  

таких, що ( ) Rxy ∈, : ( ) ( ){ }RxyyxR ∈Ω∈=+ ,: . Аналогічно задаєть-

ся нижній перетин: ( ) ( ){ }RyxyxR ∈Ω∈=− ,: . 
Відношення називається порожнім і позначається ∅ , якщо воно 

не виконується ні для однієї пари ( ) Ω×Ω≡Ω∈ 2, yx . Для порожньо-
го відношення справедливо: 

♦ при заданні матрицею ( ) 0=∅ija  для всіх i, j; 

♦ граф ( )∅G  не має дуг; 

♦ ( ) ( ) ∅== −+ xRxR  для будь-якого x  (далі будемо позначати: 
∀ Ω∈x ). 

Відношення U називається повним, якщо 2Ω=U  (воно виконується 

для всіх пар ( ) 2, Ω∈yx ). Для повного відношення U справедливо: 

♦ ( ) 1=Uaij  для ∀ i,j ; 

♦ граф ( )UG  містить всі дуги і всі петлі; 

♦ ( ) ( ) Ω== −+ xRxR  для ∀ Ω∈x . 
Відношення Е називається діагональним (або відношенням рівності 

або одиничним відношенням), якщо xEy тоді і лише тоді, коли x=y (по-
значатимемо: xEy ⇔  x=y). Для діагонального відношення виконується: 

♦ ( ) 1=Eaij  при i=j  ; ( ) 0=Eaij  при ji ≠ ; 

♦ граф ( )EG  має петлі при всіх вершинах, інші дуги відсутні; 

♦ ( ) ( ) { }xxRxR == −+  для ∀ Ω∈x . 

Відношення E  називається антидіагональним, якщо 
yEx ⇔ yx ≠ . Для антидіагонального відношення E  виконується: 

♦ ( ) 0=Eaij  при i=j  ; ( ) 1=Eaij  при ji ≠ ; 
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♦ граф ( )EG  має всі дуги, петлі відсутні; 

♦ ( ) ( ) { }xxRxR \Ω== −+  для ∀ Ω∈x . 
Нагадаємо основні операції над відношеннями, вважаючи, що всі 

вони задані на одній і тій же множині Ω . 
Відношення 1R і 2R  рівні ( 21 RR = ), якщо yxR1 ⇔ yxR2 , 

∀ 21,),( RRyx ∈ . 

Відношення 1R  вкладається у відношення 2R  (позначається 

21 RR ⊆ ), якщо з yxR1  випливає yxR2 . 

Відношення 1R  строго вкладається у відношення 2R  ( 21 RR ⊂ ), 

якщо 21 RR ⊆  і 21 RR ≠ . 

Очевидно, що з 21 RR ⊆  випливає ( ) ( )21 RaRa ijij ≤  для ∀ i,j; 

( ) ( )xRxR ++ ⊆ 21 , ( ) ( )xRxR −− ⊆ 21  для ∀ Ω∈x . 

Відношення R  називається доповненням до відношення R, якщо 

RR \2Ω= , тобто воно виконується для тих і лише тих пар, для яких 
не виконується відношення R. Очевидно, що: 

♦ ( ) ( )RaRa ijij −=1  для ∀ i,j ;  

♦ ( ) ( )xRxR ++ Ω= \ , ( ) ( )xRxR −− Ω= \  для ∀ Ω∈x ; 

♦ у графі ( )RG  маються ті і лише ті дуги, котрі відсутні у графі G(R). 

Легко бачити, що U=∅ , ∅=U , антидіагональне відношення 
E  є доповненням діагонального відношення E. 

В загальному випадку ( ) RRR =ΩΩ= \\ 22 . 

Перетином відношень 1R  і 2R  (позначається 21 RR I ) називається 

відношення, що визначається перетином відповідних підмножин з 2Ω . 
Легко перевірити, що для будь-яких 1R  і 2R : 

( ) ( ) ( )2121 RaRaRRa ijijij ∧=I  для ∀ i,j , де ∧  – знак кон'юнкції; 

( ) ( ) ( ) ( )xRxRxRR +++ = 2121 II  для ∀ Ω∈x . 

Аналогічно визначається об'єднання 21 RR U , для якого справедливо: 

( ) ( ) ( )2121 RaRaRRa ijijij ∨=U  для ∀ i,j , де ∨  – знак диз'юнкції; 

( ) ( ) ( ) ( )xRxRxRR −−− = 2121 UU  для ∀ Ω∈x . 

Оберненим до відношення R називається відношення 1−R , що ви-



 20 

значається умовою: yxR 1− ⇔ yRx. 

Очевидно, що для оберненого відношення 1−R  виконується: 

♦ ( ) ( )RaRa jiij =−1  для ∀ i,j ; 

♦ граф ( )1−RG  отримують з графа G(R) зміною направлення всіх 
дуг (зокрема петлі залишаються, нові не добавляються); 

♦ ( ) ( ) ( )xRxR −+− =1 , ( ) ( ) ( )xRxR +−− =1 . 

Оскільки за визначенням ( ) yRx
11 −− ⇔ xyR 1− ⇔ xRy, то 

( ) RR =
−− 11 . Аналогічно легко показати, що ( ) ( ) 11 −− = RR .   

Двоїстим до R називається відношення ( )1−= RRd  або, у силу по-

переднього, ( ) 1−= RRd . Маємо ( ) ( ) ( )( ) RRRRR
dd ====

−−−
− 111
1 . Ви-

користовуючи правило де Моргана легко показати, що 

( ) ddd RRRR 2121 IU = , ( ) ddd RRRR 2121 UI = . Для того, щоб перейти 

від графа G(R) до графа ( )dRG , необхідно: 

♦ видалити з графа G(R) усі пари протилежних дуг і усі петлі; 
♦ з'єднати вершини i, j дугами ( )ji, , ( )ij, , якщо вони не з'єднані у G(R); 

♦ добавити петлі ( )ii , , котрі були відсутні у G(R). 

Добутком відношень 1R  і 2R  називається відношення 21 RRR ⋅= , 

що визначається наступним чином: існує Ω∈z  таке, що zxR1  і 

yzR2 . Для добутку відношень виконується асоціативний закон: 

( ) ( )321321 RRRRRR ⋅⋅=⋅⋅ , тобто добуток 321 RRR ⋅⋅  визначається од-

нозначно. Зокрема, 3RRRR =⋅⋅ . Легко показати, що матриця до-
бутку відношень ( ) ( ) ( )2121 RARARRA ⋅=⋅ , де добуток матриць 

( )1
1 RAA =  і ( )2

2 RAA =  визначається формулою: ( )21

1
jkij

n

j
ik aaa ∧∨=

=
. 

Відношення ( )11,ΩR  називається звуженням відношення ( )Ω,R  

на множину 1Ω , якщо Ω⊆Ω1  і 2
11 Ω= IRR . Граф ( )1RG  відношен-

ня ( )11,ΩR  – це підграф графа G(R), що породжується множиною 

вершин Ω⊆Ω1 . 

Нехай на множинах 1Ω  та 2Ω  задані відповідні відношення 1R  та 
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2R . Відношення ( )11,ΩR  і ( )22,ΩR  називаються ізоморфними, якщо існує 

взаємно-однозначне відображення 21: Ω→Ωϕ , що yxR1 ⇔ ( ) ( )yRx ϕϕ 2 ,  

ϕ  при цьому називається ізоморфізмом ( )11,ΩR  і ( )22,ΩR . 

Відображення 21: Ω→Ωϕ  називається гомоморфізмом ( )11,ΩR  

у ( )22,ΩR , якщо yxR1 ⇒ ( ) ( )yRx ϕϕ 2 . 
Приведемо основні властивості бінарних відношень, що необхід-

ні для аналізу задач прийняття рішень. 
Рефлексивність. Відношення R називається рефлексивним, якщо 

для ∀ x, xRx, іншими словами: RE ⊆ , де E – діагональне відношен-
ня. У матриці A(R) рефлексивного відношення на головній діагоналі 
стоять одиниці; у графі G(R) при кожній вершині мається петля; 

( )xRx +∈ , ( )xRx −∈  для ∀ Ω∈x . 
Антирефлексивність. Відношення R називається антирефлексив-

ним, якщо з xRy випливає yx ≠ , іншими словами: ER⊆ . У матриці 
A(R) антирефлексивного відношення на головній діагоналі стоять 

нулі; у графі G(R) відсутні петлі; ( )xRx +∉ , ( )xRx −∉  для ∀ Ω∈x . 

Легко показати, що якщо відношення R рефлексивне, то dR  антире-

флексивне; якщо R – антирефлексивне, то dR  – рефлексивне. 
Симетричність. Відношення R називається симетричним, якщо з 

xRy випливає yRx, іншими словами: 1−⊆ RR . Матриця A(R) симет-
ричного відношення R симетрична ( jiij aa =  для ∀ i,j); у графі G(R) 

разом з кожною дугою ( )yx,  входить і дуга ( )xy, ; ( ) ( )xRxR −+ =  для 

∀ Ω∈x . З визначення симетричного відношення ( 1−⊆ RR ) випли-

ває, що ( ) RRR =⊆
−−− 111 , отже необхідною й достатньою умовою 

симетричності відношення є умова 1−= RR . 
Асиметричність. Відношення R називається асиметричним, якщо 

з xRy випливає xRy , іншими словами: ∅=−1RRI . У матриці A(R) 

асиметричного відношення ( ) ( ) 0=∧ RaRa jiij  для ∀ i,j; граф G(R) не 

може мати одночасно дуг ( )yx,  і ( )xy, ; для ∀ Ω∈x  і ∀ ( )xRy −∈ , 

( )yRx −∉ . Якщо відношення R асиметричне, то воно антирефлекси-

вне. Дійсно, нехай для деякого x виконується xRx, тоді xxR 1−  і 
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( )xRRx 1−
I , тобто ∅≠−1RRI , що суперечить асиметричності. 
Антисиметричність. Відношення R називається антисиметрич-

ним, якщо з xRy і yRx випливає x=y або ERR ⊆−1
I . У матриці A(R) 

антисиметричного відношення для ji ≠ , ( ) ( ) 0=∧ RaRa jiij ; граф 

G(R) не може містити одночасно дуги ( )yx,  і ( )xy,  при yx ≠ ; для 

∀ Ω∈x  і ( )xRy −∈ , yx ≠ , ( )yRx −∉ . 
Транзитивність. Відношення R називається транзитивним, якщо з 

xRz і zRy випливає xRy або RR ⊆2 . У матриці A(R) транзитивного від-

ношення для ∀ i, k ( ) ( )( ) ( )RaRaRa ikjkij

n

j
≤∧∨

=1
; у графі G(R) існує дуга 

( )yx, , якщо існує шлях з x в y; для ∀ Ω∈x  і ( )xRy +∈  ( ) ( )xRyR ++ ⊆ . 

За індукцією для транзитивного відношення R маємо: з 1xRz , 21Rzz , …, 

Ryzk 1−  випливає xRy. Якщо транзитивне відношення R є рефлексив-

ним, то RE ⊆ , звідки RRRE ⋅⊆⋅ , отже, 2RR= . 
Ациклічність. Відношення R називається ациклічним, якщо з 1xRz , 

21Rzz ,…, Ryzk 1−  випливає yx ≠ . Легко показати, що ациклічне від-
ношення асиметричне; антирефлексивне транзитивне відношення є 
ациклічним. Якщо точки x і y в графі ациклічного відношення з'єднані 

шляхом, то у ньому не має дуги ( )xy, ; якщо ( )xRz −∈1 , ( )12 zRz −∈ , 

…, ( )1−
−∈ kzRy , то ( )yRx −∉  (аналогічні співвідношення виконуються 

для верхніх перерізів). Ациклічність і транзитивність відношень особ-
ливо важливі у теорії вибору та прийняття рішень, так як ці властивості 
виражають деякі природні взаємозв'язки між об'єктами. Дійсно, якщо 
об'єкт x у якомусь розумінні кращий за z, об'єкт z кращий за y, то при-
родно вважати, що y не кращий за x (ациклічність), а у деяких випадках 
x буде кращим за y (транзитивність). 

Негативна транзитивність. Відношення R називається негатив-
но транзитивним, якщо його доповнення R  транзитивне. 

Сильна транзитивність. Відношення R називається сильно транзи-
тивним, якщо воно одночасно транзитивне і негативно транзитивне. 
Структуру сильно транзитивних відношень визначає наступна теорема. 
Теорема 2.1. Нехай ( )Ω,R  – сильно транзитивне відношення на 
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Ω , ∞<Ω . Тоді існує розбиття U
n

i
i

1=
Ω=Ω , ∅=ΩΩ ji I  при ji ≠  

таке, що: xRy, ix Ω∈ , jy Ω∈ , i<j ; звуження відношення R на будь-

яке із iΩ  є або порожнім або повним на iΩ . 
Зв'язність. Відношення R називається зв'язним, якщо виконуєть-

ся yRxxRy∨ , тобто між будь-якими вершинами x і y існують дуги 
(зокрема, петлі). 

Використаємо розглянуті властивості для виділення відношень, 
важливих для теорії вибору та прийняття рішень. 

Відношення еквівалентності (еквівалентність). Відношення R 
називається відношенням еквівалентності, якщо воно рефлексивне, 
симетричне і транзитивне (позначення " ≅ "). Нехай задано розбиття 

U
n

i
i

1=
Ω=Ω , ∅=ΩΩ ji I  при ji ≠ . Введемо на Ω  наступне відно-

шення R: xRy тоді і лише тоді, коли існує підмножина iΩ , що міс-
тить x і y. Легко перевірити, що задання еквівалентності на деякій 
підмножині Ω  рівносильне розбиттю на класи еквівалентних один 
одному елементів. Навпаки, будь-яке розбиття Ω  визначає відпові-
дну йому еквівалентність. 

Відношення нестрогого порядку (нестрогий порядок). Відношен-
ня R називається відношенням нестрогого порядку, якщо воно реф-
лексивне, антисиметричне і транзитивне (позначення – "p "). 

Відношення строгого порядку (строгий порядок). Відношення R 
називається відношенням строгого порядку, якщо воно антирефлек-
сивне, асиметричне і транзитивне (позначення – "p "). Якщо p  – 

нестрогий порядок на Ω , то йому можна зіставити строгий порядок 
p , що визначається наступним чином: xp y⇔ yxyx ≠∧p . Навпаки, 

якщо p  – строгий порядок на Ω , то йому можна зіставити нестро-
гий порядок p  наступним чином: yxp ⇔ yxyx =∨p . Отже, не-

строгому порядку однозначно відповідає строгий порядок (і навпа-
ки). Тому зазвичай за основу береться нестрогий порядок, який на-
зивається частковим порядком. 

Відношення включення (підпорядкованості). Нехай на множині 
( )ΩB  всіх підмножин фіксованої множини Ω  задане відношення R 
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наступним чином: XRY⇔ YX ⊆ . Таке відношення є частковим по-
рядком, про що свідчить наступна теорема. 
Теорема 2.2. Довільний частковий порядок на множині Ω  ізомо-

рфний звуженню відношення "включення" на деяку підмножину 

( )ΩB , тобто існує таке відображення ( )Ω→ΩΘ B: , що 

yx   p ⇔ ( ) ( )yx ΘΘ p . 

Відношення лінійного порядку (лінійний порядок). Частковий поря-
док на Ω  називається лінійним порядком, якщо він задовольняє умові 
зв'язності, тобто виконується одна з трьох умов: xp y, x=y, xf y. 

Відношення домінування (домінування). Відношення R називаєть-
ся домінуванням, якщо воно антирефлексивне й асиметричне. Отже, 
строгий частковий порядок – це частинний випадок відношення до-
мінування (з додатковою властивістю транзитивності). 

Відношення подібності (толерантність). Відношення R назива-
ється відношенням подібності, якщо воно рефлексивне й симетричне 
(позначення – "≈ "). Отже, еквівалентність – частинний випадок 
подібності (з додатковою властивістю транзитивності). 

Відношення нестрогої переваги (перевага). Відношення " ≥ " назива-
ється перевагою, якщо воно задовольняє властивості рефлексивності. 

Отже, відношення подібності, у свою чергу, є частинним випад-
ком відношення переваги. Рефлексивність відношень нестрогої пе-
реваги відображає той природний факт, що будь-яка альтернатива є 
не гіршою за себе. У свою чергу, можна узагальнити відношення 
часткового порядку (строгого часткового порядку), відмовившись 
від властивості антисиметричності (асиметричності), отримавши 
відношення квазіпорядку (строгого квазіпорядку). Відмітимо, що 
відношення строгого квазіпорядку і строгого часткового порядку 
співпадають, оскільки з антирефлексивності та транзитивності ви-
пливає асиметричність: якщо yRxxRy∧ , то xRx (із транзитивності), 
що невірно (R – антирефлексивне). Отже, одне з відношень xRy або 
yRx не виконується, тобто R – асиметричне. 

Введені відношення зведемо у таблицю 2.1. 
Якщо принципи оптимальності (Блок 4 у схемі ЗЗПР) задаються 

бінарним відношенням, то відповідним чином здійснюється струк-
турування множини альтернатив (Блок 5): 
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Табл. 2.1. 
Властивість 

 
 
 
 
Назва Р

еф
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ть
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А
н
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м
ет
р
и
ч
н
. 

Т
р
ан
зи
ти
в
н
іс
ть

 

З
в
'я
зн
іс
ть

 

Перевага *       
Подібність 
(толерантність) 

*  *     

Еквівалентність *  *   *  
Квазіпорядок *     *  
Впорядкування *     * * 
Частковий порядок *    * *  
Лінійний порядок *    * * * 
Строгий квазіпорядок  *    *  
Строгий порядок  *   * *  
Домінування  *  *    
Строгий частковий порядок  *  *  *  
Строгий лінійний порядок  *  *  * * 

 
♦ розбиття на класи (наприклад, використовуючи теореми 2.1, 2.2); 
♦ упорядкування (за відповідними відношеннями порядку). Ви-

бір кращого (кращих) елементів множини здійснюється за допомо-
гою поняття R – оптимальності. 

Визначення R – максимуму (мінімуму). Елемент Ω∈x  називається 
максимумом за відношенням R (R – максимумом), якщо xRy для 
∀ Ω∈y . Аналогічно визначається R – мінімум x: yRx для ∀ Ω∈y . R– 
максимуми і R– мінімуми можуть як існувати, так і ні, у випадку існу-
вання можуть бути не єдиними. Так, для відношення "більше або рівне" 
на множині дійсних чисел не існує ні максимуму, ні мінімуму.  

Визначення R– мажоранти (міноранти). Елемент Ω∈x  називаєть-
ся мажорантою за відношенням R (R– мажорантою), якщо xRy  для 

∀ Ω∈y . Аналогічно визначається R– міноранта Ω∈x : yRx  для 

∀ Ω∈y . Позначимо через ( )R+Ω  – множину R– максимумів, ( )R+Ω  – 

R– мажорант, ( )R−Ω  – R– мінімумів, ( )R−Ω  – R– мінорант. 

Теорема 2.1. ( ) ( )1−−+ Ω=Ω RR , ( ) ( )1−+− Ω=Ω RR , ( ) ( )1−
−+ Ω=Ω RR , 
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( ) ( )1−
+− Ω=Ω RR . 

Доведення. Доведемо першу нерівність (інші – аналогічно). Не-

хай ( )Rx +Ω∈ ⇔ xRy, ∀ Ω∈y ⇔ xyR 1− , ∀ Ω∈y ⇔ ( )1−−Ω∈ Rx .♦ 

Теорема 2.2. ( ) ( )dRR +
+ Ω=Ω , ( ) ( )dRR −

− Ω=Ω . 

Доведення. ( )Rx +Ω∈ ⇔ xRy, ∀ Ω∈y ⇔ xyR 1− , 

∀ Ω∈y ⇔ ( )xRy 1− , ∀ Ω∈y ⇔ xyRd ⇒ ( )dRx +Ω∈ . Співвідношен-

ня ( ) ( )dRR −
− Ω=Ω  доводиться аналогічно.♦ 

Множина ( )R+Ω  грає важливу роль у теорії вибору. У цій теорії 
вона називається також множиною недомінованих за R елементів; 
елементи, що входять у множину ( )R+Ω , називаються також R – оп-
тимальними. Множину R – оптимальних елементів позначатимемо 

через RΩ , множину максимальних елементів – RΩ . 
Максимальним ланцюгом по відношенню R, заданому на Ω , назива-

ється найкоротша послідовність mxx ,...,1  така, що 1+ii Rxx , 1,1 −= mi .  

Теорема 2.3. Гомоморфізм ϕ  відношення ( )Ω,R  у лінійний по-

рядок існує для довільного ациклічного R; ( ) m≥Ωϕ , де m – довжи-

на максимального ланцюга в Ω . 

Доведення. Нехай R
1Ω  – множина недомінованих за R елементів 

Ω , тобто RR Ω=Ω1 . Покладемо ( )RRR
22 \ ΩΩ=Ω , 

( )( )RRRR
213 \\ ΩΩΩ=Ω , …, 

Rs

i

R
i

R
s 








ΩΩ=Ω

−

=
U

1

1

\ , ∅=ΩΩ
=
U

s

i

R
i

1

\ . Гомо-

морфізм ϕ  можна задати формулою ( ) isx −=ϕ , якщо R
ix Ω∈ .♦ 

 
Контрольні завдання до  §2 

 
1. Скільки існує різних відношень з множини А в множину В, 

якщо | |A n= , | |B m=  (будемо говорити: n-множина i m-множина). 
2. Скільки є таких відношень R з  n-множини в m-множину, що: 

a) ( )x y xRy∀ ∃ , b) ( )y x xRy∀ ∃ . 
3. Яку особливість має граф відношення R з А в В, якщо: 
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3.1. xRy xRz y z∧ ⇒ = ;  3.2. xRy zRz x z∧ ⇒ = ;           

3.3. ( )x y xRy∀ ∃ ;  3.4. ( )y x xRy∃ ∀ ; 3.5. ( )y x xRy∀ ∃ ; 

3.6. ( )x y xRy∃ ∀ ;  3.7. ( )x y xRy∀ ∃ ; 3.8. ( )x y xRy∀ ∃ ; 

3.9. ( )y x xRy∀ ∃ ;  3.10. ( )y x xRy∀ ∃ ;  3.11. ( )x y xRy∃ ∀ ; 

3.12. ( )x y xRy∃ ∀ . 
4. Скільки існує різних рефлексивних, симетричних, антисимет-

ричних відношень у   n-елементній множині? 
5. Довести, що максимум по частковому порядку не є єдиним. 
6. Навести приклади відношень: 
6.1. Рефлексивного і симетричного, але не транзитивного; 
6.2. Рефлексивного і транзитивного, але не симетричного; 
6.3. Симетричного і транзитивного, але не рефлексивного. 
7. Довести, що якщо R-відношення часткового порядку, то R-1  

також є частковим порядком. 
8. Довести, що для лінійно впорядкованої множини поняття ма-

жоранти (міноранти) і максимума (мінімума) співпадають. 
9. Довести, що серед будь-яких шести осіб знайдуться або троє по-

парно знайомих, або троє попарно незнайомих. 
 

3. Функції вибору 
 

Нехай задано скінченну множину альтернатив { }nxx ,...,1=Ω  і ОПР, 
користуючись своїм особистим уявленням про кращі альтернативи, для 
кожної множини Ω⊆X  вибирає підмножину кращих C(X). Єдина ви-
мога, яка накладається на вибір: ( ) XXC ⊆  – кращі альтернативи мож-

на вибирати з того, що пропонують, зокрема, ( ) ∅=∅C . 

Уже на множині з двох альтернатив { }21,xx=Ω  можна зробити 16 
виборів! Дійсно, коли пропонується одна альтернатива – виборів два 
(вибирати її або не вибирати), коли пропонується дві альтернативи – 
виборів чотири (не вибирати жодної, вибирати одну (2 вибори) і ви-
бирати обидві). Отже, всього виборів 16422 =⋅⋅ . На множині з 7 аль-

тернатив виборів більше за 12010 (це число має порядок кількості мо-
жливих шахових партій, що, у свою чергу, має порядок кількості ато-
мів у "видимому всесвіті"!). Тобто описувати явно вибір, задаючи ви-
бір кращих альтернатив C(X) на кожній підмножині X "універсальної" 
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множини Ω , неможливо вже у найпростіших випадках! Що ж роби-
ти? Як здійснювати "розумний", "логічний" і т.і. вибір? Один із шля-
хів цього – у блоці 4 загальної схеми задавати "принципи логічності" і 
вивчати результуючий вибір (множини альтернатив, що задовольня-
ють цим принципам). Наприклад, нехай Ω  – групи факультету кібер-
нетики третього курсу. "Логічно" вважати, що краща група на курсі 
повинна бути кращою на своїй спеціальності. Формально ця умова 
(умова "спадковості" – див. нижче) записується наступним чином: 

XY ⊆ , ( ) ( )YCxXCYx ∈⇒∈ I . Конкурс на кращу групу, у якому 
краща група курсу виявиться не кращою групою на своїй спеціально-
сті, навряд чи можна вважати об'єктивним, незалежно від того, за 
якими показниками підводяться його підсумки. 

Будемо називати функцією вибору C [3], задану на Ω , відобра-
ження, що зіставляє кожній підмножині Ω⊆X  її підмножину 

( )XC , тобто ΩΩ → 22:C , ( ) XXC ⊆  для ∀ Ω⊆X . 
Вище ми відмічали, що вибір найпростіше здійснювати, порів-

нюючи дві альтернативи, тобто на Ω  задавати деяке бінарне відно-
шення R. Тоді розглядаючи звуження цього бінарного відношення 
на будь-яку підмножину Ω⊆X  можна задати дві функції: 

( ) { }xRyXyXxXCR ∈∀∈=  – множина мажорант на множині X; 

( ) { }xRyXyXxXCR ∈∀∈=  – множина максимумів на X. Функція 

вибору RC  називається блокуванням, RC  – перевагою. 
З властивостей бінарних відношень безпосередньо випливає 

Теорема 3.1. Функції вибору RC  і RC  зв'язані співвідношеннями 

dR
R CC = , 

dR
R CC = , де dR  – двоїсте до R. 

Таким чином, з двох функцій вибору, що породжуються заданим 
бінарним відношенням R, досить розглядати одну. Далі будемо зі-

ставляти бінарному відношенню R функцію блокування RC  і нази-
вати її "функцією вибору, породжену бінарним відношенням R". Та-
кі функції називаються нормальними. Довільна функція вибору C не 
обов'язково є нормальною. Розглянемо наступну функцію вибору на 

{ }yx,=Ω : ( ) xxC = , ( ) ∅=yC , ( ) { }yxyxC ,, =   (3.1)  

(прийнято писати ( ) xxC =  замість формального { }( ) { }xxC = ).  
Нехай існує бінарне відношення R, яке породжує функцію вибору 
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(3.1). Тоді із ( ) ∅=yCR  випливає, що yRy вірно й невірно yRy , 

тобто ( )yxCy R ,∉ , що суперечить (3.1). На мові графів усе дуже на-

глядно: оскільки ( ) ∅=yC , вершина y повинна блокуватись (при ній 
повинна бути петля), а, з іншого боку, вершина y не повинна блоку-
ватись, оскільки ( ) { }yxyxC ,, = . 

Приведемо всі, окрім порожньої, функції вибору на множині з 
двох елементів { } { }ковбасасир,, ≡=Ω yx  (табл. 3.1). Можна змістов-
но описати всі можливі вибори. Наприклад, 

( ) ( ) ( ) ∅=== yxCyCxС ,  – "піст"; ( ) xxС = , ( ) ∅=yC , ( ) xyxC =,  – 

"вегетаріанець"; ( ) xxС = , ( ) yyC = , ( ) { }yxyxC ,, =  – "сту-

дент"; ( ) xxС = , ( ) yyC = , ( ) ∅=yxC ,  – "буриданів осел" і т.д.  
Цікаво відмітити, що не існує чисельної оцінки кількості норма-

льних функцій вибору при фіксованому n. Відмітимо також, що од-
ну і ту ж нормальну функцію вибору можуть породжувати різні бі-
нарні відношення. Доцільно в останньому випадку виділяти "міні-
мальне" відношення, граф якого має мінімальне число дуг. 

Для формального описання класу нормальних функцій вибору  
визначимо для Ω⊆X  покриваюче сімейство { }iX , Ω⊆iX , Ji ∈ , 

таке, що U
Ji

iXX
∈

⊆ . 

Теорема 3.2. Функція вибору C є нормальною тоді і лише тоді, 
коли для будь-якої множини Ω⊆X  і будь-якого покриваючого її 
сімейства { } JiiX ∈  виконується:  

( ) ( )I
Ji

iXCXXCX
∈

⊆ \\ . (3.2) 

Отже, якщо функція вибору нормальна, то всякий об’єкт із X, що не 
є кращим у X, не є кращим хоча б для однієї множини з покриваючого 
сімейства. Зокрема, якщо елемент не вибирається з деякої підмножини 
X, то він не повинен вибиратись з будь-якої множини, що її містить. 
Доведення. Необхідність. Нехай C – нормальна, тобто існує бінарне 

відношення R таке, що RCC = . Нехай ( ) XxXCXx R ∈⇒∈ \ , 

( ) yRxXyXCXx R :\ ∈∃⇒∉  (∃ – квантор існування).  
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Табл. 3.1. 
 

)(xC  )(yC  ),( yxC  R  dR  

x  y  },{ yx  
0 0

0 0

 
 
 

 
1 1

1 1

 
 
 

 

x  y  x  
0 1

0 0

 
 
 

 
1 1

0 1

 
 
 

 

x  y  y  
0 0

1 0

 
 
 

 
1 0

1 1

 
 
 

 

x  y  ∅  
0 1

1 0

 
 
 

 
1 0

0 1

 
 
 

 

x  ∅  },{ yx  Не існує Не існує 
∅  y  },{ yx  Не існує Не існує 

x  ∅  x  
0 1

0 1

 
 
 

0 0

0 1

 
 
 

 
1 1

0 0

 
 
 

1 1

1 0

 
 
 

 

x  ∅  y  Не існує Не існує 

∅  y  y  
1 0

1 0

 
 
 

1 0

0 0

 
 
 

 
0 0

1 1

 
 
 

0 1

1 1

 
 
 

 

∅  y  },{ yx  Не існує Не існує 

x  ∅  ∅  
0 0

1 1

 
 
 

0 1

1 1

 
 
 

 
1 0

1 0

 
 
 

1 0

0 0

 
 
 

 

∅  y  ∅  
1 1

0 0

 
 
 

1 1

1 0

 
 
 

 
0 1

0 1

 
 
 

0 0

0 1

 
 
 

 

∅  ∅  },{ yx  Не існує Не існує 
∅  ∅  x  Не існує Не існує 
∅  ∅  y  Не існує Не існує 
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Нехай y належить деякій множині iX  з покриваючого сімейства. Тоді: 

( ) ( ) ( )II
i

i
i

iRiRi XCXxXCxXCxyRxXy \: ∈⇒∉⇒∉⇒∈∃ . 

Достатність. Нехай C – функція вибору, що задовольняє (3.2). 

Задамо відношення R формулою: ( )U
Ω⊆

=
X

XCR . Покажемо, що 

RCC = . Нехай ( )XCxXxRy ∈∀⇒ : , Xy∈ , ( ) XyxXXC ∈⇒⊆ , : 

( )xCxxRy R∈⇒ . Тобто ( ) ( )XCxC R⊆ .  

Покажемо, що ( ) ( )XCXCR ⊆ , Ω∈∀x . Нехай 

( ) ( )
( ) ( )




∉∃⇒∉
∈⇒∀∈∀⇒∈

.:  )2.3( iз 

,,,

i

iiR

XCxiXCx

XCxiXyxRyXCx
 

З отриманого протиріччя випливає: ( ) ( )XCXCR ⊆ . Теорему доведено♦ 

Теорема 3.3. ( ) ∅≠XCR  для Ω⊆∀X  тоді і лише тоді, коли від-
ношення R є ациклічним. 
Доведення. Достатність. Нехай R – ациклічне бінарне відно-

шення, Ω⊆∈ Xx . Якщо для всіх Xy∈ , xRy , то ( )XCx∈  і тому 

( ) ∅≠XC . Інакше, знайдеться Xy ∈*  такий, що Rxy* . При цьому 

або ( )XCy ∈* , або знайдеться z таке, що *zRy .  
Продовжуючи цей процес, знайдемо Xv∈  таке, що для всіх 
Xw∈  виконується vRw , тобто ( )XCv∈ . Інакше у силу скінченно-

сті X отримаємо протиріччя з ациклічністю R. Таким чином, при 

ациклічному R вибір ( )XCR  не порожній. 

Необхідність. Нехай ( ) ∅≠XCR  для Ω⊆∀X , але R не є ацикліч-

ним. Це означає, що існують Ω∈ix  такі, що ii Rxx 1+ , 1,1 −= ki , і 

kRxx1 . Але тоді із визначення RC  маємо, що ( ) ∅=XC , де 

{ }nxxX ,...,1= . Отримане протиріччя показує, що бінарне відношення 

R, що породжує функцію вибору RC , є ациклічним. Теорему доведе-
но.♦  

Отже, кожному бінарному відношенню R на Ω  відповідає деяка 

функція вибору RC  на Ω ; різним бінарним відношенням R можуть 

відповідати однакові RC ; функції вибору C, котрі співпадають з RC  
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для деякого бінарного відношення ( )Ω,R , називаються нормальни-
ми; не всі функції вибору нормальні. 

Функція вибору C, визначена на множині Ω  з n елементів, має 

множину визначення з n2  елемента (кількість підмножин). Уже для 
досить малого n представлення функції вибору є дуже громіздким.  

Зручним апаратом для представлення функцій вибору є булеві 
функції. 

Будь-якій підмножині { }nxxX ,...,1=Ω⊆  зіставимо вектор: 

( ) ( )( ) nii XX ,1== ββ  , де ( )






∉

∈
=

.якщо,0

,якщо,1

Xx

Xx
X

i

i
iβ  

Множині Ω  відповідає, зокрема, вектор ( ) ( )1,...,1=Ωβ  (n оди-

ниць), множині ∅  – вектор ( ) ( )0,...,0=∅β  (n нулів). 
Нехай на Ω  задано функцію вибору C. Розглянемо сімейство з n 

бульових функцій від n-1 змінної ( )11,..., −nif γγ , ni ,1= , побудованих 

за правилом:              ( ) ( )( ) ( )XCxXfX iii ∈⇔=∧ 1ββ , (3.3) 

де ( ) ( )niiii ff βββββ ,...,,,..., 111 +−= , 1≠i , ni ≠ ,  

( ) ( )nff βββ ,...,211 = ,  (3.4) 

( ) ( )11,..., −= nnn ff βββ . 
Логічною формою функції вибору C (ЛФФВ(С)) називається сімейс-

тво функцій nff ,...,1  від n-1 змінної, побудованих за формулою (3.3). 

Навпаки, якщо задане довільне сімейство бульових функцій 

nff ,...,1  від n-1 змінної, то співвідношення (3.3) однозначно визна-

чає функцію вибору C. Отже, задання функції вибору є еквівалент-
ним заданню ЛФФВ(C).  

Розглянемо приклад на побудову ЛФФВ(С). 
Нехай { }321 ,, xxx=Ω  і задано функцію вибору C наступним чином: 

( ) ii xxC = , ( ) kji xxxC =, , де { }jik ,min= , ( ) 1xC =Ω  (див. табл. 3.2). 

Побудуємо таблиці 3.3-3.5, що задають бульові функції if , 3,1=i . 
За таблицями 3.3–3.5 побудуємо розклад функцій у досконалу 

диз'юнктивну нормальнy форму: ( ) 1, 321 ≡ββf , 

( ) ( ) 13313131312 , ββββββββββ =∨=∨=f , ( ) 21213 , ββββ =f . 
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Табл.3.2. 
 

X C(X) ( )Xβ  ( )( )XCβ  

1x  

2x  

3x  

1x  

2x  

3x  

(1,0,0) 
(0,1,0) 
(0,0,1) 

(1,0,0) 
(0,1,0) 
(0,0,1) 

1x , 2x  

1x , 3x  

2x , 3x  

1x  

1x  

2x  

(1,1,0) 
(1,0,1) 
(0,1,1) 

(1,0,0) 
(1,0,0) 
(0,1,0) 

1x , 2x , 3x  1x  (1,1,1) (1,0,0) 
 

 
Табл.3.3  Табл.3.4  Табл.3.5 

2β  3β  1f   1β  3β  2f   1β  2β  3f  

0 
0 
1 
1 

0 
1 
0 
1 

1 
1 
1 
1 

 0 
0 
1 
1 

0 
1 
0 
1 

1 
1 
0 
0 

 0 
0 
1 
1 

0 
1 
0 
1 

1 
0 
0 
0 

 
 
Табл.3.6  Табл.3.7  Табл.3.8 

2β  3β  1f   1β  3β  2f   1β  2β  3f  

0 
0 
1 
1 

0 
1 
0 
1 

0 
0 
1 
1 

 0 
0 
1 
1 

0 
1 
0 
1 

0 
1 
0 
1 

 0 
0 
1 
1 

0 
1 
0 
1 

0 
0 
0 
0 

 
Використовуючи табл. 3.6–3.8 і формулу (3.3), отримаємо табл.3.9. 
Розглянемо приклад на "відновлення" функції вибору за її логіч-

ною формою. Нехай { }321 ,, xxx=Ω  і задано сімейство бульових фу-

нкцій: ( ) 1211 , γγγ =f , ( ) 2212 , γγγ =f , ( ) 0, 213 ≡γγf . Перенумеруємо 

змінні у відповідності з (3.4): ( ) 2321 , βββ =f , ( ) 3312 , βββ =f , 

( ) 0, 213 ≡ββf , отримані функції зведемо у табл. 3.6–3.8. 
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Табл 3.9 
X 1β  2β  3β  1β 1f  2β 2f  3β 3f  ( )XC  

1x  

2x  

3x  

1 
0 
0 

0 
1 
0 

0 
0 
1 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

∅  
∅  
∅  

1x , 2x  

1x , 3x  

2x , 3x  

1 
1 
0 

1 
0 
1 

0 
1 
1 

1 
0 
0 

0 
0 
1 

0 
0 
0 

1x  
∅  

2x  

Ω  1 1 1 1 1 0 1x , 2x  

 
За логічною формою функції вибору легко отримати формулу для 

кількості всіх функцій вибору, заданих на множині Ω  з n елементів. 

Очевидно, що різних бульових функцій від n-1 змінної 
122

−n

 (кіль-
кість наборів змінних довжини n-1 дорівнює 12 −n , на кожному набо-
рі функція приймає 2 значення), логічна форма функції вибору скла-

дається з n функцій, отже ( ) ( ) 11 22 22
−−

==Ω
nn n

n
C . 

Представлення функцій вибору (ФВ) їх логічними формами ство-
рює єдину основу для дослідження всіх властивостей функцій вибо-
ру, їх класифікації та декомпозиції на більш прості. 

 
Операції над функціями вибору. 
Функція вибору 1C  вкладається у функцію вибору 2C ( 21 CC ⊆ ), 

якщо ( ) ( )XCXC 21 ⊆  для ∀ Ω⊆X . 

Об'єднанням ФВ 1C  і 2C  називається функція вибору 

21 CCC U= , що визначається : ( ) ( ) ( )XCXCXC 21 U=  для ∀ Ω⊆X . 

Перетин визначається : ( ) ( ) ( )XCXCXC 21 I=  для∀ Ω⊆X . 

Доповненням до ФВ C називається функція C , для якої: 
( ) ( )XCXXC \= , ∀ Ω⊆X . 
Установимо відповідність між введеними операціями над функ-

ціями вибору та операціями над ЛФФВ. 
Теорема 3.4. Нехай 1) 21 CC ⊆ ; 2) 21 CCC U= ; 3) 21 CCC I= ;  

4) задано C . Тоді для ∀ ni ,1= :1) 21 C
i

C
i ff ≤ ; 2) 21 C

i
C

i
C

i fff ∨= ;  
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3) 21 C
i

C
i

C
i fff ∧= ; 4) C

i
C

i ff = . 

Доведення. 1) Нехай Ω⊆X , ( )XCxi 1∈ . З визначення логічної 

форми маємо: ( ) ( )( ) 11 =∧ XfX C
ii ββ . Оскільки ( ) ( )XCXC 21 ⊆ , то 

( )XCxi 2∈  і, отже, ( ) ( )( ) 12 =∧ XfX C
ii ββ . Звідси випливає, що 

21 C
i

C
i ff = . Якщо ( )XCxi 1∉ , але ( )XCxi 2∈ , тоді 

( ) ( )( ) 01 =∧ XfX C
ii ββ  і 1101 =∨=C

if . Оскільки 12 =C
if , то маємо 

21 C
i

C
i ff ≤ . 2) Нехай Ω⊆X , ( ) ( )XCXCxi 21 U∈ . В силу (3.3) маємо:  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) 121 =∧∨∧ XfXXfX C
ii

C
ii ββββ . (3.5) 

Звідси маємо: ( ) ( )( ) ( )( )( ) 121 =∨∧ XfXfX C
i

C
ii βββ . Отже, з 

( ) ( ) 1=∧⇒∈ C
iii fXXCx β . Навпаки, нехай ( ) ( )( ) 1=∧ XfX C

ii ββ . З 
(3.5) випливає, що хоча б одна зі складових у (3.5) рівна 1. Тоді 

( ) ( ) ( )XCXCXCxi =∈ 21 U  і з ( )XCxff i
C

ii ∈⇒=∧ 1 . Співвідношен-

ня 3), 4) доводяться аналогічно. Теорему доведено.♦ 
Композицією функцій вибору 1C  і 2C  називається функція вибо-

ру 21 CCC ⋅= , що визначається рівністю: ( ) ( )( )XCCXC 12=  для 
∀ Ω⊆X . Змістовно операція полягає у наступному. Спочатку від-
бувається вибір у відповідальності з функцією вибору 1C , а потім з 

( )XC1  відбувається вибір за функцією 2C . Так, з десяти кандидатів 
у президенти спочатку вибираються двоє, потім вибирається один. 
Теорема 3.5. Нехай 21 CCC ⋅= . Тоді 

( )nii
C

i
C

i ff ββββ ,...,,,..., 111
1

+−= ∧
( )nii

C
i

C
i ff βββββ ,...,,1,,...,( 1121

12
+−∧ ,…,

( )nii
C

ii f βββββ ,...,,1,,..., 2111
1

−−− ∧ , ( )nii
C

ii f βββββ ,...,,1,,..., 21211
1

+−++ ∧ , 

,…, ( )),...,,1,,..., 1112
1

−+−∧ nii
C

nn f βββββ .  (3.6) 

Доведення. Розглянемо ( )XCY 1= , тоді 

( ) ( )( ) ( )( )( )XfXfY C
nn

C βββββ 11 ,...,11 ∧∧= . 

Побудуємо ЛФФВ функції 21 CCC ⋅= , підставивши у (3.3) за-

мість ( )Xβ  вираз ( ) ( )( )XCY 1ββ = . Отримаємо: ( )XCxi ∈  ⇔  

( )( )( )Xf C
ii ββ 1∧ ∧ ( )( )Xff C

i
C

i ββ 12
1( ∧  ,…, ( )( )Xf C

ii ββ 1
11 −− ∧ , ( )( )Xf C

ii ββ 1
11 ++ ∧ , 
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…, ( )( ))1 Xf C
nn ββ ∧ , звідки випливає (3.6).♦ 

Установимо взаємозв'язок між властивостями функцій і результа-
тів операцій над ними. 
Теорема 3.6. Нехай 1C  і 2C  – нормальні функції вибору. Тоді 

21 CC I  – також нормальна функція вибору. 

Доведення. Нехай 1
1

RCC = , 2
2

RCC = . Доведемо, що 
21

21
RRCCC U

I = . Нехай Ω⊆X , ( ) ( )XCXCx 21 I∈ . Тоді з визначення 

"блокування" маємо: для ∀ Xy∈ , xRy 1 , xRy 2  або ( )xRRy 21 I .   (3.7) 

В силу правила де Моргана: ( )xRRy 21 I ,  (3.8) 

звідки ( ) ( ) ( )XCXCXC RR 21
21

U
I ⊆ . Навпаки, нехай ( )XCx RR 21U∈ . 

Тоді для всіх Xy∈  виконано (3.8), звідки випливає (3.7), тобто 

( ) ( )XCXCx 21 I∈ . ♦ 
Коли ОПР здійснює вибір, він природно хотів би, щоб його ре-

зультат задовольняв певним "розумним" умовам (наприклад, краща 
група на курсі повинна бути кращою на своїй спеціальності). Функції, 
котрі задовольняють певній умові, утворюють деякий "клас функцій, 
що задовольняють цій умові". Розглянемо деякі найбільш уживані у 
теорії вибору властивості та відповідні їм класи функцій вибору. 

1. Умова спадковості (СП): ( ) ( )12121 XCXCXXX ⊆⇒⊆ I . 
2. Умова незалежності від відкинутих альтернатив (умова Неша 

– Н): ( ) ( ) ( )21212 XCXCXXXC =⇒⊆⊆ . 

3. Умова згоди (З): 







⊆ UI

k
k

k
k XCXC )( . 

4. Умова незалежності вибору від шляху (умова Плотта – П (ква-

зісуматорність)): ( )







=







UU
k

k
k

k XCCXC . 

5. Умова суматорності (СМ): ( )UU
k

k
k

k XCXC =







. 

6. Умова мультиплікаторності (МП): II
k

k
k

k XCXC )(=







. 

7. Умова монотонності (М): ( ) ( )2121 XCXCXX ⊆⇒⊆ . 
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Зміст умов 1–7 очевидний. Кожна з них визначає деякий клас фу-
нкцій вибору, що задовольняють даній умові. За цими класами збе-
режемо позначення відповідних умов та розглянемо, яким умовам 
повинні задовольняти логічні форми функцій вибору C. 
Теорема 3.7. Функція вибору C є: 
1) спадковою;2) незалежною від відкинутих альтернатив; 3) що за-

довольняє умові згоди; 4) квазісуматорною; 5) суматорною; 6) мульти-

плікаторною; 7) монотонною; тоді і лише тоді, коли для ∀ ni ,1= : 

1) ( ) ( )2121 ββββ ii ff ≥⇒≤ ; 

2) ( ) ( ) ( )11222122 ββββββββ iiiiiiii fff ∧=∧⇒≤≤∧ ; 

3) ( ) ( )k

k
i

k
i

k
ff ββ ∨≤∧ ; 

Розглянемо випадок n=2: 

4) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )22112121 ββββββββ iiiiiii fff ∧∨∧=∧∧∨ ∧  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )22112
1

2
1

1
1

1
1 ,..., ββββββββ nnnni fffff ∧∨∧∧∨∧ ; 

5) ( ) ( ) 10 ≡∨≡ ββ ii ff ; 

6) ( ) ( )k
i

k

k

k
i ff ββ ∧=∧  ; 

7) ( ) ( )2121 ββββ ii ff ≤⇒≤ . 
Доведення безпосередньо випливає із представлення відповідних 

умов з допомогою бульових функцій, що утворюють логічну форму. 
Для прикладу приведемо доведення умови 1. Із умови спадковості 

отримуємо: ( )( ) ( )1122121 βββββββ iiiii ff ∧≤∧∧⇒≤ . Якщо 01 =iβ , 

то маємо тотожність 00 ≡ , якщо 11 =iβ , то 2
iβ = 1 і маємо нерів-

ність: ( ) ( )12 ββ ii ff ≤ .♦ 
Клас нормальних функцій вибору N описується такою теоремою. 
Теорема 3.8. Функція вибору C на { }nxx ,...,1=Ω  є нормальною 

тоді і лише тоді, коли існує розбиття множини індексів елементів 

{ }nN ,1=  на три підмножини J , 0J , 1J  (деякі з них можуть бути 
порожніми) такі, що: 

∀ Ji ∈  JJi ⊆∃ , ∅≠iJ : k
Jk

i
i

f β
∈
∧= ; 

∀ 0Ji ∈ : 0≡if ; 

∀ 1Ji ∈ : 1≡if . 
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Доведення. Необхідність. Нехай NC∈ , тобто 2Ω⊆∃R : RCC = . 
Для ∀ ix  можлива одна з трьох ситуацій: 

Nii l ∈∃ ,...,1 : ii Rxx
s

, iis ≠ , ls ,1= , xRy , { }
lii xxy ,...,

1
∉ ; 

ii Rxx ; 

( ) ∅=+
ixR . 

Утворимо множину J з індексів, що відносяться до першої ситуа-
ції, множину 0J  – до другої, множину 1J  – до третьої. Очевидно, що 
множини утворюють необхідне розбиття. 

Достатність. Визначимо 2Ω⊆R  наступним чином: ij Rxx  для 

∀ Ji ∈  і ∀ iJj ∈ ; ii Rxx  для ∀ 0Ji ∈ . Очевидно, що RCC = .♦ 
Розглянемо деякі властивості функцій вибору, котрі є природнім 

узагальненням властивостей бінарних відношень. 
Функція вибору C називається: 
♦ рефлексивною, якщо { }( ) ∅=ixC  для Ω∈∀ ix ; 

♦ антирефлексивною, якщо { }( ) ∅≠ixC  для Ω∈∀ ix ; 

♦ повною, якщо ( ) ∅≠XC , для ∀ ∅≠X ; 

♦ транзитивною, якщо з умови: ( ) ( ) ∅≠= 121 XCXXC U , 

( ) ( ) ∅≠= 232 XCXXC U  випливає ( ) ( )131 XCXXC =U ∀ 1X , 2X , 3X ; 

♦ ациклічною, якщо з умови: ( ) ( ) ∅≠=+ kkk XCXXC 1U , 

1,1 −= nk , випливає: nXX ≠1  для ∀ kX , nk ,1= . 
Проілюструємо змістовно умови транзитивності та ациклічності 

(зміст умов 1–3 очевидний). 
Нехай за результатами сесії серед студентів групи A і B кращими 

виявились два студенти групи A, кращими серед студентів B і C – 3 
студенти з групи B. Тоді кращими серед студентів групи A і C бу-
дуть вказані студенти з групи A, при цьому вони будуть кращими і 
серед усіх трьох груп. Відповідна функція вибору ("кращими є сту-
денти з максимальною сумою балів на іспитах") є транзитивною. 

Нехай тепер знову кращими серед студентів груп A і B визнано 2 
студенти з групи A. Нехай далі взяли залікові книжки студентів од-
нієї з груп A або C (позначимо цю групу через X). Тоді, якщо серед 
студентів груп B і X стали три студенти з групи B, то ясно, що група 
X не є групою A. Відповідна функція вибору ациклічна. 
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Розглянуті властивості у термінах властивостей логічних форм 
описуються наступною теоремою. 
Теорема 3.9. Функція вибору C є: 1) рефлексивною; 2) антиреф-

лексивною; 3)повною; 4) транзитивною; 5) ациклічною тоді і лише 

тоді, коли для ∀  ni ,1= : 

1) ( ) 00,...,0 =if ; 2) ( ) 10,...,0 =if ; 3) ( ) 1
1

=∨
=

ββ ii

n

i
f  для ∀ β ; 

4)( ) ( ) ( )112121 ββββββ iiiiiii ff =∨∨ , ( ) ( ) ( )223232 ββββββ iiiiiii ff =∨∨ , 

( ) ( ) 122

1

11

1
=∨=∨

==
ββββ ii

n

i
ii

n

i
ff  ⇒  ( ) ( ) ( )113131 ββββββ iiiiiii ff =∨∨ ; 

5)( ) ( ) ( )k
i

k
i

k
i

k
ii

k
i

k
i ff ββββββ =∨∨ ++ 11 , ni ,1= , ( ) 1

1
=∨

=

k
i

k
i

n

i
f ββ , 1,1 −= nk  

⇒  nββ ≠1 . 
Розглянемо деякі взаємозв'язки між нормальними функціями ви-

бору, що мають вказані властивості, та бінарними відношеннями з 
аналогічними властивостями, що їх породжують. 
Теорема 3.10. Якщо відношення R: а) транзитивне; б) ациклічне, 

то функція вибору RC  є: а) транзитивною; б) ациклічною. 

Доведення. а) Нехай ( ) ( ) ∅≠= XCYXC RR U . Це означає: 

∀ ( )XCx R∈ , ∀ Yy∈ : xRy. Аналогічно, ( ) ( ) ∅≠= YCZYC RR U  ⇔  

∀ ( )YCy R∈ , ∀ Zz∈ : yRz. В силу транзитивності R це означає, що 

∀ ( )XCx R∈ , ∀ Zz∈ : xRz, тобто ( ) ( )ZXCXC RR U⊆ . Звідси ви-

пливає, що ∀ ( )XCXx R\∈  ⇒  ( )ZXCx R U∉ . Нехай XZz \∈  і 

( )ZXCz R U∈ . Тоді ∀ Xx∈ , zRx і, отже, ∀ Yy∈ , zRx, тобто 

( )ZYCz R U∈ . Це означає, що ( ) YYCz R ⊆∈ , звідки yRx для 

∀ Xx∈ , що суперечить ( ) ( )XCYXC RR =U . 

б) Нехай ( ) ( ) ∅≠=+ kkk XCXXC 1U , 1,1 −= nk , і 1XXN = . Це 

означає, що існують ii Xx ∈ , ni ,1= , такі, що 1+ii Rxx , 1,1 −= ni , і 

1Rxxn , що суперечить ациклічності R.♦ 

Теорема 3.11. Якщо R – антирефлексивне і RC  – транзитивна 
функція вибору, то відношення R транзитивне. 

Доведення. Нехай RC  транзитивна, xRy, yRz. Тоді C(x,y)=x, 



 40 

C(y,z)=y, значить, C(x,z)=x, тобто xRz і відношення R транзитивне.♦ 
Теореми 3.9 і 3.11 дозволяють використовувати апарат логічних 

форм функцій вибору при вивченні класів функцій вибору. 
Теорема 3.12. Функція вибору нормальна тоді й лише тоді, коли 

вона належить перетину класів спадковості та згоди ( СП ЗN = I ). 
Доведення. В силу умов 1 та 3 теореми 3.7 і теореми 3.8 достат-

ньо довести, що бульова функція ( )rg αα ,...,1  задовольняє одночасно 
умовам 1 та 3 теореми 3.7 тоді і лише тоді, коли вона задовольняє 
умові теореми 3.8. 

Необхідність. Нехай g задовольняє умові 3. Тоді при 0≡/g : 

( ) 1=sg α , ks ,1= ⇒  1
1

=








=
U
k

s

sg α .                   (3.9) 

Знайдемо вид функції g, для чого запишемо її розвинення у до-

сконалу диз'юнктивну нормальну форму: ( ) U
d

p
rr

p
r

p

g
1

11 ...,..., 1

=
= σσ αααα . 

Розіб'ємо { }rJ ,1=  на дві підмножини: ( ){ }1,...,1 ==−
rgiJ αα , 

( ) ( ){ }1:,...,,1,,..., ***
1

*
1

*
1

* ==∃= +−
+ αααααα giJ rii . Нехай { }qJ ,1=+ . Тоді 

( ) ( )1 1
,...,

r

q t
t q

g α ϕ α α α
= +

 = ∧ ∧ 
 

, де ( ) U
d

p
qq

p
q

p

1
11 ...,..., 1

=
= σσ ααααϕ .  

Доведемо, що ( ) 1,...,1 =qααϕ , тобто g задовольняє умові 1 (при 

∅≠−J ) або 3 (при ∅=−J ) тереми 3.8. Припустимо супротивне – 
нехай існує набір ( )0,...,0,,...,1 qaαα =  такий, що 

( ) ( ) 0,...,1 == qag αϕα . Із визначення +J  випливає, що для qi ,1=  

існує набір ( )i*α  такий, що ( )( ) 1* =ig α  і ( ) 1* =iai . Ясно, що 

( ) ( )0,...,0,1,...,1*

1
=∨=

=
i

q

i
αα , звідки у силу (3.9) ( ) 10,...,0,1,...,1 =g . Та-

ким чином, αα ≤ , ( ) 0=αg , ( ) 1=αg , що суперечить умові 1 тео-
реми 3.8. Отже, 0≡g  і умова 2 теореми 3.8 задовольняється. 

Достатність. Нехай ( )
si

l

s
rg ααα

1
1,..., =

∧= . Тоді функція g відмінна 

від нуля лише на наборах, у яких 0=
si

α , ls ,1= . Але диз'юнкція 
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будь-яких таких наборів також має цю властивість, тому умова 3 
теореми 3.8 виконується. Виконання умови 1 очевидне, так як функ-
ція ( ) if αα =  монотонно спадає і, отже, функція g, що дорівнює 

кон'юнкції 
si

l

s
α

1=
∧  також монотонно спадає. При 0≡g  або 1≡g  

умови 1 і 2 також виконуються. ♦ 
Функція вибору C на Ω  називається загальною скалярною функ-

цією, якщо існує числова функція 1: Eg →Ω  така що:  

( ) )(max xgArgXC
x Ω∈

= ,  (3.10) 

і називається скалярною, якщо ( ) ( )ygxg ≠  при yx ≠ .  
Теорема 3.13. Функція вибору C є загальною скалярною функці-

єю вибору тоді і лише тоді, коли вона породжується сильно транзи-
тивним антирефлексивним бінарним відношенням. 
Доведення. Необхідність. Нехай C – загальна скалярна функція. 

Покладемо gArg
Ω

=Ω max1 , gArg
1\

2 max
ΩΩ

=Ω ,…, gArg
k

i
i

k

U
1

1

\

max
−

=
ΩΩ

=Ω = 

Ω
= gArgmin . Ясно, що kΩΩ ,...,1  утворюють розбиття Ω . Визначимо 

на Ω  бінарне відношення R наступним чином: aRb ⇔ ia Ω∈ , 

jb Ω∈  та    i < j . В силу (3.10) CCR = . Сильна транзитивність побу-

дованого відношення R випливає з теореми 2.1. Необхідність дове-
дено. 

Достатність. Структура сильно транзитивних відношень встанов-
лена теоремою 2.1. Нехай kΩΩ ,...,1  – розбиття Ω . Покладемо g(x)=k-i, 

якщо ix Ω∈ . Функція вибору RC , очевидно, співпадає з функцією C, 

що побудована за формулою (3.10). Достатність доведено. ♦ 
Оскільки множина визначення функції вибору скінченна, то для 

будь-якої загальної функції вибору знайдуться скалярні функції 

rCC ,...,1  такі, що U
r

i
iCC

1=
=  (для цього досить ввести різні функції 

для співпадаючих значень – якщо для yx ≠  g(x)=g(y), то 

( ) ( )xgxC =1 , ( ) ( )xgyC ≠= α1 , ( ) ( )ygxC ≠= α2 , ( ) ( )ygyC =2 ).  
Функція вибору C, що є об'єднанням скалярних, називається су-
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купно екстремальною (отже, загальна скалярна функція є сукупно 
екстремальною). Клас сукупно екстремальних функцій позначимо 
через CE. Зміст введеного поняття полягає у наступному. На Ω  за-
дається r  числових функцій (критеріїв) rgg ,...,1 . З кожної множини 

Ω⊆X  спочатку вибираються елементи, що є оптимумами за пер-
шим критерієм, потім – за другим і т.д. У якості вибору береться  
об'єднання отриманих виборів. 

Для будь-якої множини A функцій вибору виділимо підмножину 
∅A : ( ){ }∅≠∅≠Ω⊆∀∈=∅ XCXXACA :, . 

Функція вибору C на Ω  називається паретівською (П), якщо іс-
нують числові функції mgg ,...,1  такі, що: 

( ) ( ) ( ){ }mixgygxyXyxXC ii ,1,:, =≥≠∈∃/= . 

Сформулюємо основні теореми про взаємозв'язок класів ФВ. 
Теорема 3.14. Клас сукупно екстремальних функцій 

( ) ∅∅∅ == СПHСПHCE II . 

Теорема 3.15.  СПHKC I= . 

Теорема 3.16.  ( )П H СП З
∅= I I . 

В практичних ситуаціях прийняття рішень ОПР при виборі деякої 
альтернативи з множини Ω  керується власним уявленням про "кращі" 
альтернативи. У різних ОПР в одній і тій же ситуації (в множині 
X ⊂ Ω ) уявлення про кращі альтернативи можуть різнитися, при цьо-
му кожна з них може привести цілком розумне пояснення зробленого 
вибору. Навіть при виборі одних і тих же альтернатив різними ОПР 
обґрунтування вибору в конкретній ситуації може мати відмінності. 
Таким чином, за відомим вибором в конкретній ситуації X  навряд чи 
можна відновити логіку вибору ОПР, тобто передбачити її вибір у 
множині ,Y Y X⊂ Ω ≠ . Але в цьому випадку логіку вибору ОПР не 
можна визнати коректною "в цілому", глобально (не можна в певних 
ситуаціях притримуватись певних моральних принципів, в інших – ні, 
тобто змінювати свої принципи під впливом ситуації). Аналіз функцій 
вибору якраз і дає розуміння логіки вибору ОПР в будь-яких ситуаціях 
(множинах X ⊂ Ω ), описує правила "розумного" вибору ОПР глоба-
льно, на всій множині вибору. Так, якщо ОПР здаються логічними умо-
ви спадковості (СП), незалежності від відкинутих альтернатив (Н), зго-
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ди (З), то моделювання її вибору "адекватно" реалізується за допомо-
гою задачі багатокритеріальної оптимізації (див. теорему 3:16 та Розділ 
4, §3 – "Методи багатокритеріальної оптимізації"). 

 
Контрольні завдання до  §3 

 
1. Скільки існує різних бінарних відношень, різних функцій вибо-

ру на множині з двох елементів? 
2. Довести теореми 3.14 – 3.16. 
3. Побудувати логічну форму функції вибору для { , , }x y zΩ = : 

3.1.  ( )C x x= , ( , )C x y y= , ( )C zΩ = , для інших : ( )X C X = Ø; 

3.2.  ( )C x x= , ( , )C x y x= , ( )C yΩ = , для інших : ( )X C X = Ø; 

3.3.  ( )C z z= , ( , )C x z z= , ( )C zΩ = , для інших : ( )X C X = Ø; 
4. За логічною формою відновити функції вибору: 
4.1. 1 1 2 1( , )f γ γ γ= ,  2 1 2 2( , )f γ γ γ= ,  3 0f ≡ ; 

4.2. 1 1 2 1 2( , )f γ γ γ γ= ∧ ,  2 0f ≡ ,  3 1f γ≡ ; 

4.3. 1 1 2 1 2( , )f γ γ γ γ= ∨ ,  2 1f ≡ ,  3 2f γ≡ ; 

4.4. 1 1 2 2( , )f γ γ γ= ,  2 1f γ= ,  3 1f γ≡ . 
5. Дослідити функції вибору з п.3, п.4 на належність до класів 

спадковості, Неша, згоди. 
 

Питання для самоперевірки до розділу 1 
 
1. Дайте визначення наступних ключових понять: 
1.1. Загальна задача прийняття рішень. 
1.2. Бінарне відношення. 
1.3. Лінійний порядок. 
1.4. Домінування. 
1.5. Толерантність. 
1.6. Функція вибору. 
1.7. Логічна форма функції вибору. 
1.8. Умови спадковості, Неша, згоди. 
2. Сформулюйте теорему про нормальність функції вибору. 
3. Приведіть основні операції над функціями вибору. 
4. Приведіть основні властивості функції вибору. 
5. Сформулюйте основні взаємозв’язки  між функціями вибору. 
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РОЗДІЛ 2 
ОСНОВИ ТЕОРІЇ КОРИСНОСТІ 

 
Математизація будь-якої науки полягає у формалізації змістовних 

понять, які склалися в ній. Центральне місце в процесі математизації 
займає питання побудови кількісних оцінок характеристик явищ, що 
суттєво сприяє їх вивченню та використанню. 

Нехай маємо множину об'єктів, які ОПР може порівнювати за їх 
перевагою для себе, тобто нехай він хоча б для деяких пар об'єктів у 
змозі вказати, який з них є для нього більш переважним. При цьому 
виникає питання: чи можна в цих умовах, спираючись тільки на ре-
зультати зроблених порівнянь, так приписати об'єктам, що порів-
нюються, кількісні оцінки, щоб більш переважному об'єкту відпові-
дала більша оцінка? Функція, яка встановлює таку відповідність і 
називається функцією корисності.  

У цьому розділі будуть розглядатися елементарні властивості 
відношення переваги на множині альтернатив, умови існування фу-
нкції корисності при різних умовах прийняття рішень та різних спо-
собах завдання відношення переваги. 
Відношення переваги. Нехай X – задана множина альтернатив. 

Відношенням нестрогої переваги на X будемо називати (див. Розділ 
1) будь-яке задане на цій множині рефлексивне бінарне відношення.  

Рефлексивність відношення нестрогої переваги (далі будемо ка-
зати – відношення переваги і позначати як " ≥ " чи ≥R ) відбиває той 
природний факт, що будь-яка альтернатива Xx∈  не гірше за себе. 

За заданим на множині X відношенням переваги ≥R  можна одно-
значно визначити два відповідних йому відношення:  

♦ байдужості )()\( 11
~

−
≥≥

−
≥≥ ∩∪∪×= RRRRXXR  (далі будемо 

позначати як "∼"), інколи, це відношення називають толерантністю ; 

♦ строгої переваги 1\ −
≥≥> = RRR  (далі будемо позначати як ">"),  

де 1−
≥R  – відношення, що є оберненим до відношення ≥R , познача-

ється через ≤R , тобто " ≤ ". 
В теорії корисності в основному розглядаються відношення стро-

гої переваги ">" і відношення байдужості "~", яке можна охаракте-

ризувати відсутністю строгої переваги: ) ,(~ xyyxyx <<⇔ .  
Байдужість може  виникати декількома шляхами.  
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По-перше, ОПР може щиро вважати, що фактично немає жодної рі-
зниці між х і у, тобто бажано мати х в такій само мірі, як і y, і навпаки.  

По-друге, байдужість може наступити, коли ОПР не впевнена у 
своїй перевазі між х і у. Вона може вважати факт порівняння х з у 
важким і відмовлятися судити про строгу перевагу, не будучи впев-
неною, чи розглядає вона х і у як однаково бажані (або небажані).  

По-третє, ситуація x ~ y може виникнути у випадку, коли ОПР 
вважає х і у зовсім не порівнянними за перевагою. 

Відношення строгої переваги розподіляють на два типи (див. 
Розділ 1): 

♦ слабке впорядкування (асиметричне і від'ємне транзитивне 
відношення); 

♦ строге впорядкування (слабко зв'язане слабке впорядкування). 
Слабке  впорядкування . Основною рисою слабкого впоряд-

кування є асиметричність. Якщо для вас елемент х є кращим за еле-
мент y, то водночас не може бути y кращим за х.  

Транзитивність є наслідком асиметричності та від'ємної транзи-
тивності і представляється розумним критерієм істинності  для  ін-
дивідуальних переваг. Якщо для вас х переважніше, ніж у, а y пере-
важніше, ніж z, то здоровий глузд підказує, що х переважніше, ніж z. 

Якщо відношення строгої переваги "<" є слабким упорядкуван-
ням, а байдужість "~" визначається як відсутність строгої переваги, 
то від супротивного легко показати, що відношення "~" є еквівален-
тністю (рефлексивне, симетричне і транзитивне). 

Однак концепція слабкого порядку в цілому вразлива для крити-
ки тому, що наділяє ОПР занадто необмеженою можливістю су-
дження про перевагу, використовуючи транзитивність. Щоб показа-
ти, як транзитивність може порушуватися, розглянемо приклад. 

Приклад .  Припустимо, що при вкладанні капіталу в яку-небудь 
справу ви відчуваєте, що сума в 1000 у.о. є найкращим вкладенням. 
Ваша перевага зменшується, якщо ви відхиляєтеся від 1000 у.о. у 
будь-який бік. Хоча для вас переважніше 955 у.о. ніж 950 у.о., може 
виявитися, що ви не можете впевнено вибрати кращу суму між 950 і 
1080 у.о. або між 955 і 1080 у.о. Але тоді одержимо:  

955 у.о. >  950 у.о.,  
950 у.о. ~ 1080 у.о., 
955 у.о. ~ 1080 у.о., 

що суперечить транзитивності відношення байдужності. У цьому 
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прикладі відношення байдужності не є транзитивним.  
Строге  впорядкування . Це відношення строгої переваги є сла-

бко зв'язаним ( XyxyRxxRyyx ∈∀∨⇒≠ ,, ) слабким упорядкуван-
ням. Воно відповідає реалії більш, ніж слабке впорядкування, оскіль-
ки враховує нетранзитивну байдужість, що з'являється через "недос-
коналість здатності людського розуму, що розрізняє, чому нерівності 
встановлюються лише при досить великій різниці величин" [4].  

Надалі ми будемо враховувати цю властивість шляхом відмов-
лення від вимоги транзитивності відношення байдужості.  

 
§1. Функції корисності в умовах визначеності 

 
Функції корисності на зліченних множинах. Найбільш прості 

умови існування функцій корисності можна сформулювати у випад-
ку зліченної множини альтернатив. 
Теорема 1.1 (про функцію корисності для слабких упорядку-

вань). Якщо відношення "<" на X є слабким впорядкуванням, а мно-
жина класів еквівалентності на Х за відношенням "~" (далі будемо 
позначати цю множину через ~X ) є зліченною, то існує дійснознач-
на функція u на X, для якої: 

Xyxyuxuyxyuxuyx ∈∀=⇔<⇔< , ),()(~ );()( . 
Доведення. Оскільки за умовою теореми множина класів еквіва-

лентності ~X  є зліченною, то позначимо всі її елементи ,..., 21 aa  , а 

через ,..., 21 rr  деякий перелік множини раціональних чисел.  

Введемо на множині класів еквівалентності ~X  строге упорядку-
вання, яке позначимо >' ( yxbyaxba <∈∃∈∃⇔<  :   ,' ). Це потрібно, оскіль-

ки, на відміну від множини Х, елементами множини ~X  є множини. 

Визначимо наступним чином дійснозначну функцію u на ~X . 

Будемо вважати 0)( 1 =au . Далі за індукцією для ma  на кожному 
кроці буде реалізовуватися одна з трьох можливостей: 

1. mi aa '<  для усіх i<m; у цьому випадку покладемо mau m =)( . 

2. im aa '<  для усіх i<m; у цьому випадку покладемо mau m −=)( . 

3. jmi aaa '' <<  для деяких i,j<m і для жодного h<m, відмінного 

від i,j, не виконується jhi aaa '' << ; у цьому випадку покладемо 
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)( mau  рівним першому у переліку ,..., 21 rr  числу kr  , для якого 

)()( jki aurau << . 

За побудовою miauau im <∀≠   ),()( , і )()(' jiji auauaa <⇔< , 

mji ≤∀ , . Це має місце для будь-якого натурального m, тому вико-

нується на всій множині ~X . Остаточно визначимо на Х функцію u, 
поклавши axauxu ∈∀=   ),()( .  

Якщо тепер a <' b, то за введеним вище строгим упорядкуванням 
<' для yxbyax <⇒∈∀∈∀     , , звідки випливає: 

Xyxyuxuyx ∈∀<⇔< ,  ),()( . Співвідношення )()(~ yuxuyx =⇔ , 

Xyx ∈∀ ,  доводиться з визначення байдужості ( ) ,(~ xyyxyx <<⇔ ) 

від супротивного.♦ 
Розглянемо тепер відношення переваги, якщо воно є строгим час-

тковим упорядкуванням. Нагадаємо, що бінарне відношення R на 
множині Y буде строгим частковим упорядкуванням, якщо воно є не 
рефлексивним і транзитивним. 

Оскільки сам факт того, що "<" – строге часткове упорядкування 
на X, допускає співвідношення ( x~y, y~z, x<z ), відношення "~" не 
зобов'язане бути транзитивним і тому – еквівалентністю. Однак інше 
відношення – відношення подібності " ≈ ", визначене як 

)~~( zyzxyx ⇔⇔≈ , Xz∈∀ , у цих умовах виявляється транзи-
тивним і відповідно є еквівалентністю (рефлективність і симетрич-
ність випливає з визначення, а також рефлективності та симетрично-
сті відношення "~"). Таким чином, відношення x≈ y виконується то-
ді, коли з байдужості х у порівнянні з деяким Xz∈  випливає, що y 
також знаходиться у відношенні байдужості з z і навпаки.  

Наступна теорема стверджує: якщо відношення "<" є не рефлек-
сивним і транзитивним, а множина класів еквівалентності на Х за 
відношенням " ≈ " (далі будемо позначати цю множину через ≈X ) є 
зліченною, то елементам множини X можна так поставити у відпові-
дність числа, щоб їх порядок відповідав як відношенню "<", так і " ≈ ". 
Однак через те, що відношення " ≈ " може виявитися не транзитивним, 
ми не можемо стверджувати, що з х~y та yx ≈  випливає u(х)=u(у). У 
випадку   х~y  та yx ≈  може виявитися справедливим будь-яке з 
трьох співвідношеньu(х)=u(у), u(х)<u(у), u(х)>u(у). 
Теорема 1.2 (про функцію корисності для строгих часткових 
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упорядкувань). Якщо відношення "<" на X є строгим частковим упо-
рядкуванням, а множина ≈X  класів еквівалентності на Х за відно-
шенням " ≈ " є зліченною, то існує дійснозначна функція u на X, для 
якої: Xyxyuxuyxyuxuyx ∈∀=⇔≈<⇔< ,  ),()(  );()( . 

Доведення цієї теореми спирається на доведення попередньої те-
ореми та відому теорему Шпільрайна [4] про взаємозв'язок слабкого 
та строгого часткового упорядкувань на множині класів еквівалент-
ності відповідно за відношеннями байдужості та подібності. 

Таким чином, можна зробити наступні висновки.  
Бінарне відношення є слабким упорядкуванням, якщо воно є асиме-

тричним і від'ємно транзитивним. Визначаючи відношення байдужості 
"~" як відсутність строгої переваги, отримуємо, що воно є еквівалентні-
стю (тобто рефлексивним, симетричним і транзитивним), якщо відно-
шення "<" на X є слабким упорядкуванням. Якщо множина ~X  класів 
еквівалентності, у сенсі відношення "~", є зліченною, то за умови, що 
відношення "<" є слабким упорядкуванням, елементам х, у, ... множини 
X можна поставити у відповідність корисності u(х), u(у),… таким чи-
ном, що )()( yuxuyx <⇔< . Звідси випливає, що )()(~ yuxuyx =⇔ . 

Розглянемо строге часткове упорядкування. Віповідне йому від-
ношення байдужості може не бути транзитивним, але відношення 
подібності " ≈ " є еквівалентністю. Якщо відношення "<" на множині 
X – строге часткове упорядкування, а множина ≈X  є зліченною, то 
корисності можуть бути поставлені у відповідність елементам мно-
жини X таким чином, що )()( yuxuyx <⇔<  і )()( yuxuyx =⇔≈ .  
Функції корисності на незліченних множинах. Поширимо теорему 

про функцію корисності для слабких упорядкувань на випадок, коли 
множина ~X  класів еквівалентності на Х за відношенням "~" є не обов'я-
зково зліченною. Введемо для цього так звану умову сепарабельності, 
яка має відношення до поняття щільності множини щодо впорядкування. 

Нехай R є бінарним відношенням на множині Y. Множина YZ⊆  нази-
вається R – щільною у множині Y, якщо для ,x y∀ , що належать Y, але не 
належать Z,  і для яких xRy, знайдеться таке Zz∈ , що (xRz, zRy ). 

Наприклад, оскільки між двома будь-якими дійсними числами 
мається раціональне число, то зліченна множина раціональних чисел 
є "<" – щільною у 1E .  
Теорема 1.3 (про функцію корисності для слабких впорядкувань 
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на незліченних множинах). Існує така дійснозначна функція u на 
множині X, що еквівалентність Xyxyuxuyx ∈∀<⇔< ,  ),()( , має 
місце тоді і тільки тоді, коли відношення "<" на X є слабким впоряд-
куванням та існує зліченна підмножина множини ~X , яка є " <' " – 

щільною у ~X , де yxbyaxba <∈∃∈∃⇔<  :   ,' - строге впорядкуван-

ня на множині класів еквівалентності ~X .  
На жаль, ця умова сепарабельності щодо впорядкування не має 

простої інтуїтивної інтерпретації. Щоб показати, як ця умова може 

порушуватись, візьмемо 2EX =  та покладемо відношення "<" – ле-
ксикографічним впорядкуванням: 

) ,()() ,() ,( 2211112121 yxyxyxyyxx <=∨<⇔< . 

Тоді { }{ }XxxX ∈=~ , так, що { } { } yxyx <⇔<' . При фіксованому 

1x  потрібно щонайменше зліченна підмножина множини 1E , щоб 
одержати щільну щодо впорядкування "<" підмножину множини 

{ } 1
1 Ex × . Але таких 1x  є незліченна множина, звідки випливає, що 

множина 2E  щодо впорядкування "<" не є сеперабельною. 
Розглянемо тепер відповідне узагальнення теореми про функцію 

корисності для строгих часткових впорядкувань.  
Теорема 1.4 (про функцію корисності для строгих часткових 

упорядкувань на незліченних множинах). Припустимо, що відно-
шення "<" на множині X є строгим частковим впорядкуванням та 
існує зліченна підмножина множини ≈X  класів еквівалентності на Х 

за відношенням " ≈ ", яка є " <* " – щільною у ≈X , де 
yxbyaxba <∈∃∈∃⇔<  :   ,* - строге часткове впорядкування на 

множині класів еквівалентності ≈X . Тоді існує u – така дійснозначна 
функція на X, що Xyxyuxuyxyuxuyx ∈∀=⇔≈<⇔< ,  ),()(  ),()( . 

У цьому випадку умова сепарабельності щодо впорядкування не 
є необхідною, як це було у попередній теоремі. Припустимо, напри-

клад, що 1EX = , і покладемо nxyyxyx +=<⇔<  ,  для деякого 
цілого додатнього n. Тоді функція xxu =)(  відповідає твердженню 

теореми і { }{ }XxxX ∈=≈ . 

Якщо підмножина XZ ⊆ є зліченною, то існує таке х, що ні х, ні 
х + 1 не належать Z. Але тому, що x < x + 1, не існує такого Zz∈ , 
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що буде виконуватись x < z < x + 1. Звідси випливає, що не існує злі-
ченної підмножини в ≈X , яка є " <*" – щільною в ≈X . Таким чином, 
можна зробити наступні висновки.  

Якщо множина X не є зліченною і відношення " < " на X – слабке 
впорядкування, то переваги можуть бути адекватно описані за допо-
могою дійснозначних функцій в тому і лише в тому випадку, коли 
множина X містить зліченну підмножину Y, для якої з x<y випливає 
існування такого Yz∈ , що ( x <z або x ~ z ) i ( z ~ y чи z < x). 

Лексикографічні впорядкування за перевагою являють собою 
приклади, коли умова щільності порушується. Якщо відношення "<" 
є лише строгим частковим впорядкуванням, то сепарабельність що-
до впорядкування є достатньою, але не необхідною умовою існуван-
ня дійснозначної функції корисності. 

 
Контрольні завдання до  §1 

 
1. Довести, що множина { },...6,4,2  є зліченою. 

2. Довести, що множина { },...2,1,0,1,2..., −−  є зліченою. 
3. Довести, що множина усіх раціональних чисел є зліченою. 
4.Довести, що якщо транзитивне замикання відношення “<” є 

асиметричним, то то відношення “<” є строгим частковим впорядку-
ванням. 

5. Довести, що діснозначна функція u на зліченій множині Х , яка 
задовольняє умові ⇔≈<⇔< yxyuxuyx   );()(  

Xyxyuxux ∈∀=⇔ ,  ),()( , існує тоді й лише тоді, коли відношення 
“<” є асиметричним. 

6. Нехай a і b – числа, причому a < b. Довести, що існує 
раціональне число з інтервалу (a,b) (використати той факт, що існує 
таке додатне число n, що )(1 abn −< ; покласти, що m  дорівнює 
найменшому цілому числу не меншому за a  та показати, що 

),( banm ∈ ). 
§2. Функції корисності  

в умовах ризику та невизначеності 
 

Найважливішим застосуванням теорії очікуваної корисності є 
можливість формалізації процесу прийняття рішень в умовах ризику 
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та невизначеності. 
В загальному випадку задача прийняття рішень (ЗПР) є визначе-

ною на наступній тріаді множин: Х – множина альтернатив; Y-
множина наслідків; S – множина станів. 

Множина S є проявом стохастичної невизначеності в прийнятті 
рішень, причому конкретна інтерпретація станів залежить від фор-
мулювання задачі (наприклад, попит на ту чи іншу продукцію, пого-
да і т.п.). Множину S також називають множиною "станів природи" 
чи "станів зовнішнього середовища", щоб підкреслити властиву їй 
невизначеність і незалежність від ОПР. 

Відомі (див. §2) дві форми взаємозв'язку тріади множин, кожній з 
яких відповідає своє визначення множини станів і свій підхід до 
оцінки очікуваної корисності альтернатив. Це – екстенсивна та нор-
мальна форми. 

В екстенсивній формі стан визначається як відображення альтерна-
тив у наслідки YXs →: . Цей підхід сформульований Дж. фон Нейма-
ном і О. Моргенштерном (див. §2). При такій постановці множина ста-
нів природи в явному вигляді в задачі не фігурує. Стохастична неви-
значеність тут описується розподілом ймовірностей на множині наслід-
ків Y, що відповідають альтернативам із X. Переваги ОПР повинні бути 
виражені у вигляді функцій корисності )(yu , визначеній на множині 
наслідків Y. Очікувана корисність альтернативи х може бути оціненою 
деякою функцією корисності (функціоналом) )),(),(()( yxpyuExE = , 
де ),( yxp  – розподіл ймовірностей на множині наслідків Y, що відпо-
відають альтернативі х. Оскільки кожній альтернативі однозначно від-
повідає свій розподіл ймовірностей, то в такій постановці ЗПР можна 
говорити про вибір найкращого розподілу ймовірностей. 

Для ЗПР у нормальній формі альтернативи Xx∈  визначаються як 
відображення станів у наслідки YSx →: . Цей підхід був сформульо-
ваний Л. Севіджем (див. §2). Тут множина станів S явно фігурує в 
ЗПР, а стохастична невизначеність описується за допомогою одного 
незалежного від альтернатив розподілу ймовірностей на S і задається 
відповідною щільністю Sssp ∈  ),( . Переваги ОПР, як і у попередньо-
му випадку, задаються функціями корисності, але тепер вони буду-
ються не на множині наслідків Y, а на множині SX × , оскільки будь-
який наслідок однозначно визначається парою SXsx ×∈),( . Для ЗПР 
у нормальній формі очікувана корисність альтернативи х може бути 
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оціненою деякою функцією корисності (функціоналом) 
))(),,(()( xpsxuExE = . 

При наявності фундаментальної погодженості (коли невизначе-
ність вважається викликаною тими самими причинами) екстенсивна 
та нормальна форми ЗПР еквівалентні з погляду очікуваної корисно-
сті розглянутих альтернатив. 

Розглянемо конкретні види функцій корисності (критеріїв) для 
нормальної форми ЗПР, які найбільш часто вживаються в методах 
прийняття рішень [5]. 
Мінімаксний критерій. Мінімаксний критерій (ММ) використо-

вує функцію корисності альтернатив ),(min)( sxuxE
Ss

MM ∈
= , що відпо-

відає позиції крайньої обережності. Шукана альтернатива вибира-
ється з умови * A rg max ( ) A rg max min ( , )MM

s Sx X x X
x E x u x s

∈∈ ∈
∈ = . Обрані та-

ким чином альтернативи цілком виключають ризик. Це означає, що 
які б стани природи Ss∈  не реалізувалися, відповідний результат 
не може виявитися гіршим за *)( xEMM . Ця властивість робить міні-
максний критерій одним із фундаментальних. Тому в практичних 
задачах він застосовується найчастіше.  

Однак відсутність ризику може привести до певних втрат. Про-
демонструємо це на прикладі. 

Приклад .  Нехай числові 
оцінки наслідків альтернатив 

21  , xx  при станах 21  , ss  задають-
ся нижчеприведеною табл. 2.1. 

Хоча альтернатива 1x  здаєть-
ся більш вигідною, оптималь-
ною за ММ – критерієм буде 

альтернатива 2x . Ухвалення рішення за цим критерієм може, однак, 
виявитися ще менш розумним, якщо: 

♦ стан 2s  зустрічається частіше ніж 1s ;  

♦ рішення реалізується багаторазово. 
Вибираючи альтернативу, що пропонується за ММ -критерієм, 

щоправда, уникаємо невдалого значення 1, що реалізується при аль-
тернативі 1x  при стані 1s , одержуючи замість нього при цьому стані 

не набагато кращий результат 1.1, зате в стані 2s  втрачаємо виграш 

Табл. 3.1. 
 1s  2s  )(xEMM  

1x  1 100 1 

2x  1.1 1.1 1.1 
  Maх 1.1 
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100, одержуючи всього лише 1.1. Цей приклад показує, що в чис-
ленних практичних ситуаціях песимізм мінімаксного критерію може 
виявитися дуже невигідним. 

Застосування ММ – критерію буде виправданим, якщо ситуація, у 
якій приймається рішення, характеризується такими обставинами: 

♦ про можливості появи зовнішніх станів нічого не відомо; 
♦ необхідно рахуватися з появою різних станів природи Ss∈ ; 
♦ рішення реалізується лише один раз; 
♦ необхідно виключити будь-який ризик, тобто при жодних Ss∈  

не допускається отримання результату, меншого за *)( xEMM . 
Критерій Байеса – Лапласа. На відміну від мінімаксного критерію, 

цей критерій враховує кожен із можливих наслідків альтернативи. 
Нехай )(sp - ймовірність появи стану Ss∈ , тоді для BL – крите-

рію корисність кожної альтернативи характеризується математич-
ним сподіванням корисностей її наслідків 

dssxuspxE
Ss

BL ),()()( ∫
∈

= . 

Шукана альтернатива вибирається з умови: 

* A rg max ( ) A rg max ( ) ( , )BL
x X x X

s S

x E x p s u x s ds
∈ ∈

∈

∈ = ∫ . 

При цьому вважається, що ситуація, у якій приймається рішення, 
характеризується наступними обставинами: 

♦ ймовірності появи станів відомі і не залежать від часу; 
♦ рішення реалізується (теоретично) нескінченно багато разів; 
♦ для малого числа реалізацій рішення допускається деякий ризик. 
При досить великій кількості реалізацій середнє значення корис-

ностей альтернативи х наближається до математичного сподівання 
корисностей її наслідків. Тому при повній (нескінченній) реалізації 
будь-який ризик практично виключається. BL – критерій є більш 
оптимістичним, ніж ММ – критерій, однак він вимагає вищого рівня 
інформованості та досить тривалої реалізації. 
Критерій мінімізації дисперсії оцінки. Цей критерій використо-

вують, коли ОПР, зацікавлена в отриманні "стійкого" щодо станів 
середовища рішення і відомо, що ймовірності станів середовища 
мають нормальний розподіл. При виборі цього критерію кожна аль-
тернатива оцінюється дисперсією функції корисності її наслідків 
при всіх станах середовища, яка мінімізується:  
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∫∫ ∫
∈∈ ∈

−=−=
Ss

MM
Ss Ss

D dssxuxEspdssxudssxuspspxE 22 )),()()(()),(),()()(()(  

2* A rg min ( ) A rg min ( )( ( ) ( , ))D MMx X x X
s S

x E x p s E x u x s ds
∈ ∈

∈

∈ = −∫ . 

Інші умови такі ж самі, як і для попереднього критерію. 
Критерій максимізації ймовірності. При використанні цього 

критерію ОПР фіксує величину оцінки функції корисності наслідків 
),(maxmax*),(minmin:* sxuusxuu

SsXxSsXx ∈∈∈∈
≤≤ , яку він хоче найбільш ймо-

вірно досягти. Для кожної альтернативи х визначається ймовірність 
{ }*),( usxup ≥ того, що функція корисності наслідків буде не менша 

за u* для кожного стану середовища Ss∈ . Критерій полягає у мак-
симізації ймовірності досягнення значення заданої оцінки  

dsspxE

usxu
Ss

F ∫
≥

∈

=

*),(
,

)()( , 
,

( , ) *

* A rg max ( ) A rg max ( )F
x X x X

s S
u x s u

x E x p s ds
∈ ∈

∈
≥

∈ = ∫ . 

Умови застосування цього критерію такі ж самі, як і для BL – критерію. 
Модальний критерій. Суть цього критерію полягає у виборі 

альтернативи, виходячи з найбільш ймовірного стану середовища 
)(maxarg* :* spsSs

Ss∈
=∈ . При використанні цього критерію ОПР вва-

жає, що середовище знаходиться у стані s* і вибирає альтернативу з 
умови: *),(max)( sxuxE

Xx
MOD ∈

= . Хоча цей критерій є досить песиміс-

тичним, він має певні переваги: 
♦ достатньо виділити лише найбільш ймовірний стан середовища і 

не потрібно знати точне значення ймовірності його виникнення; 
♦ зменшується об'єм обчислень, оскільки розрахунки ведуться 

лише для найбільш ймовірного стану середовища. 
Критерій Севіджа. За цим критерієм корисність кожної альтер-

нативи характеризується )),(),(max(max)( sxuszuxE
XzSs

SE −=
∈∈

. 

Цю величину можна інтерпретувати як максимальні втрати 
(штрафи), що виникають при заміні оптимальної альтернативи на 
альтернативу х. Тоді логічно приймати рішення за умовою мініміза-
ції цих втрат: 

* A rg min ( ) A rg min max(max ( , ) ( , ))SEx X x X s S z X
x E x u z s u x s

∈ ∈ ∈ ∈
∈ = − . 

До ситуації прийняття рішень за цим критерієм висуваються такі 
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ж самі вимоги, що і у випадку ММ – критерію. 
Критерій Гурвіца. Намагаючись зайняти найбільш урівноважену 

позицію, Л. Гурвіц запропонував критерій GW, функція корисності 
якого забезпечує компроміс між граничним оптимізмом і крайнім 
песимізмом. За цим критерієм корисність кожної альтернативи хара-
ктеризується величиною ),(min)1(),(max)( sxusxuxE

SsSs
GW ∈∈

−+= αα , де 

]1,0[∈α  – ваговий коефіцієнт, що характеризує схильність ОПР до 
ризику. 

Рішення приймається з умови: 
* A rg max ( ) A rg max( max ( , ) (1 )min ( , ))GW s Sx X x X s S

x E x u x s u x sα α
∈∈ ∈ ∈

∈ = + − Для 

0=α  GW-критерій перетворюється в МM-критерій. Для 1=α  він 
перетворюється в критерій азартного гравця. На практиці вибрати 
цей коефіцієнт буває так само важко, як правильно вибрати сам кри-
терій. Навряд чи можливо знайти кількісну характеристику для тих 
часток оптимізму й песимізму, що присутні при прийнятті рішення. 
Тому найчастіше 5.0=α  без заперечень приймається в якості деякої 
"середньої" точки зору. 

Інколи величина α  використовується для обґрунтування вже 
прийнятого рішення. Для рішення, що сподобалося, обчислюється 
ваговий коефіцієнт α  і він інтерпретується як показник співвідно-
шення оптимізму та песимізму. Таким чином, позиції, виходячи з 
яких приймаються рішення,  можна розсортувати  принаймні заднім 
числом. 

Вибір відповідно до GW – критерію може, незважаючи на цілком 
урівноважену точку зору, приводити до нераціональних рішень. Роз-
глянемо приклад, побудований так, що оптимальне (відповідно до 
GW – критерію) рішення є незалежним від α . 

Приклад .  Нехай вибирається одна з двох альтернатив, які ма-
ють оцінки, наведені у таблиці 2.2. 

 
Табл.2.2. 

 1s  2s  … 1−ns  ns  

1x  10000 1 … 1 1 

2x  9999 9999 … 9999 0.99 
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З цієї таблиці бачимо, що 1x  буде вибраним за GW – критерієм 

при будь-якому ]1,0[∈α , але більш вдалим вибором буде 2x . 
GW – критерій висуває до ситуації, у якій приймається рішення, 

наступні вимоги: 
♦ про ймовірності появи станів нічого не відомо; 
♦ з появою нових станів необхідно рахуватися; 
♦ реалізується мала кількість рішень; 
♦ допускається деякий ризик. 
Критерій Ходжеса-Лемана. Цей критерій спирається одночасно 

на ММ – критерій і ВL – критерій. Функція корисності альтернатив 
визначається як: 

),(min)1(),()()( sxudssxuspxE
Ss

Ss
HL ∈

∈

−+= ∫ αα . 

За допомогою параметра ]1,0[∈α  виражається ступінь довіри до 
використовуваного розподілу ймовірностей Sssp ∈  ),( . Якщо ця 
довіра висока, то акцентується BL – критерій, у протилежному ви-
падку перевага віддається ММ – критерію. Рішення приймається за 
умовою: 

               * A rg max ( )

A rg max( ( ) ( , ) (1 ) min ( , )).

HL
x X

s Sx X
s S

x E x

p s u x s ds u x sα α
∈

∈∈
∈

∈ =

+ −∫
 

Для 0=α  HL – критерій перетворюється в МM-критерій, а для 
1=α  він перетворюється в BL – критерій. Ступінь впевненості 

]1,0[∈α  в будь-якому розподілі ймовірностей Sssp ∈  ),( , практич-
но не піддається оцінці. Таким чином, вибір параметра α  є повністю 
суб'єктивним. Крім того, без уваги залишається і число реалізацій 
рішень. Тому HL – критерій має обмежену галузь застосування. 

Ситуації, у яких приймається рішення, характеризуються такими 
властивостями: 

♦ ймовірності появи станів не відомі, але деякі припущення про 
розподіл ймовірностей можливі; 

♦ прийняте рішення теоретично допускає нескінченно багато 
реалізацій; 

♦ при малих числах реалізацій допускається деякий ризик. 
Критерій Гермейєра. За підходом Ю.Гермейера до відшукання 
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слабко ефективних рішень у задачах багатокритеріальної оптимізації 
(див. Розділ 4) можна запропонувати ще один критерій (GE).  

Нехай множина станів є скінченною, а саме { }nssS ,...,1= . Не об-
межуючи загальності, будемо вважати ( ) 0,  p s s S> ∀ ∈ , 

SsXxsxu ∈∀∈∀> ,  ,0),( , тоді функція корисності альтернатив за 

GE – критерієм визначається як )(/),(min)( spsxuxE
Ss

GE ∈
= , а рішення 

приймається з умови: 
* A rg max ( ) A rg max min ( , ) / ( )GE

s Sx X x X
x E x u x s p s

∈∈ ∈
∈ = . 

Величини, які обернені до ймовірностей станів природи 
Sssp ∈>   ,0)( , в цьому критерії можна інтерпретувати як вагові 

коефіцієнти функцій корисності Sssxu ∈ ),,( , наслідків, які хочемо 
одночасно максимізувати. За теоремою Ю. Гермейєра про необхідну 
й достатню умови слабкої ефективності (див. Розділ 4, §3) фактично 
шуканий розв'язок х* визначається як одна (відповідна ваговим кое-
фіцієнтам Sssp ∈  ),( ) із слабко ефективних альтернатив задачі: 

Sssxu
Xx

∈→
∈

 ,max),( . 

В певному відношенні GE – критерій узагальнює МM – критерій. 
У випадку рівномірного розподілу ймовірностей вони стають іден-
тичними. Умови його застосовності такі: 

♦ множина станів є скінченною; 
♦ ймовірності появи станів відомі; 
♦ із появою тих або інших нових станів потрібно рахуватися; 
♦ допускається деякий ризик; 
♦ рішення може реалізуватися один або багато разів. 
Якщо функція розподілу відома не дуже надійно, а реалізацій рі-

шення мало, то за GE – критерієм одержують невиправдано великий 
ризик. Таким чином, залишається деяка воля для суб'єктивних дій. 
Критерій добутків. Цей критерій базується на ідеї фільтрації ін-

формації , яка застосовується у теорії нечітких множин (див. Розділ 
7). Добутком функцій належності нечітких множин визначається 
одна з операцій перетину нечітких множин.  

Нехай множина станів є скінченною, а саме { }nssS ,...,1= . Не об-
межуючи загальності, будемо вважати Xxsxu ∈∀>  ,0),( , Ss∈∀ .  

Критерій добутків МU використовує функцію корисності альтер-
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натив ∏
∈

=
Ss

MU sxuxE ),()( . Шукана альтернатива вибирається з умо-

ви: * A rg max ( ) A rg max ( , )MU
x X x X

s S

x E x u x s
∈ ∈ ∈

∈ = ∏ . 

Застосування цього критерію обумовлено такими обставинами: 
♦ множина станів є скінченною; 
♦ ймовірності появи станів невідомі; 
♦ із появою кожного із станів окремо необхідно рахуватися; 
♦ критерій застосовують при малій кількості  реалізацій рішення; 
♦ деякий ризик допускається. 
Вибір рішення відповідно до МU – критерію виявляється значно 

менш песимістичним, ніж, наприклад, вибір відповідно до ММ – 
критерію. Можна сказати, що МU – критерій тісно пов'язаний з BL – 
критерієм при рівномірному розподілі ймовірностей (цей випадок 

часто називають нейтральним критерієм NN): ∑
∈

=
Ss

NN sxu
n

E ),(
1

. 

Зв'язок з нейтральним критерієм вбачається, наприклад, із наступно-
го міркування. Зі строгої монотонності логарифмічної функції ви-
пливає, що значення ∏

∈
=

Ss
MU sxuxE ),()(  є максимальним за Xx∈  

саме тоді, коли є максимальним ),(ln sxu . Тепер маємо 

∑
∈

=
Ss

MU sxuxE ),(ln)(ln  і ця величина досягає максимуму одночасно 

з ∑
∈

=
Ss

MU sxu
n

xE
n

),(ln
1

)(ln
1

. Останній вираз у точності відповідає 

нейтральному критерію, якщо тільки величини ),( sxu  у ньому замі-
нити на логарифми ),(ln sxu . 

Таким чином, у результаті застосування МU – критерію відбува-
ється деяке вирівнювання між великими й малими значеннями 

),( sxu . Це може забезпечити іноді більшу вигоду, ніж при викорис-
танні ММ-критерію, але при цьому повинна враховуватися можли-
вість появи і гірших результатів. Слід зазначити, що при викорис-
танні цього критерію ні число реалізацій, ні інформація про розподіл 
ймовірностей не приймаються до уваги. 

Якщо рішення, прийняте згідно з МU – критерієм, визначається пе-
реважно малими значеннями функції корисності наслідків ),( sxu , то це 
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вказує на його песимістичний характер, аналогічний ММ – критерію. 
При великих значеннях функції корисності наслідків ),( sxu  песиміс-
тичний акцент знижується і, власне кажучи, відбувається все більше 
зближення даного критерію з нейтральним. Тим самим досягається пе-
вне вирівнювання між песимістичною й нейтральною точками зору. 

 
Контрольні завдання до  §2 

 
1. Прийняти рішення в умовах невизначеності в задачі з втра-

тами 21 )4
7()4

5(),( xxxwL ωω −−+−= , які визачені на множині аль-

тернатив { }0624 21212121 ≥≤+≤+== ,, xx, xxx),x(xx D  і множині 

станів зовнішнього середовища { }{ }1,0∈=Ω ωω , що відбуваються з 

ймовірністю { } { } 4
31  ,4

10 ==== ωω pp   за критерієм Байєса-

Лапласа. 
2. Прийняти рішення в умовах невизначеності в задачі з втратами 

  ,)3
5()3

4(),( 21 xxxwL ωω −−+−= які визначені на множині  

{ }004045 2121212121 ≥≤−≤+≤+== ,, xx, xxx, -x x),x(xxD  і 

множині станів зовнішнього середовища { }{ }1,0∈=Ω ωω , що 

відбуваються з ймовірністю { } { } 3
21  ,3

10 ==== ωω pp  за 

критерієм мінімізації дисперсії оцінок. 
3. Прийняти рішення в умовах невизначеності в задачі з втратами 

21 )21()2(),( xxxwL ωω −−−−= , які  визачені на множині альтер-

натив { }062322 21212121 ≥≤−≤+== ,, xxx, x -x),x(xxD  і множині 

станів зовнішнього середовища { }{ }1,0∈=Ω ωω , що відбуваються 

з ймовірністю { } { } 2
11  ,2

10 ==== ωω pp  за критерієм 

максимізації ймовірності розподілу оцінок при 8),(2 −≤xwL .  
4. Прийняти рішення в умовах невизначеності в задачі з втратами 

 ,)1()1(),( 21 xxxwL ωω −−−+−= які  визачені на множині 

{ }05023 2121212121 ≥≤+≤+≤−== ,, xx, xxx, -x x),x(xxD  і 



 60 

множині станів зовнішнього середовища { }{ }1,0∈=Ω ωω  за кри-

терієм Байда. 
 

§3. Функції колективної корисності 
 

Перед будь-якою людською спільнотою стоять дві основні задачі: 
створення і розподіл. Як у взаємодії з природою створити побільше 
благ, як розподілити витрати на створення цих благ і як розподілити 
самі блага між членами спільноти? І взагалі, якщо відомі функції інди-
відуальних корисностей, як побудувати функцію колективної корисно-
сті?  

Формально задача колективного прийняття рішень формулюється 
наступним чином: 

( ){ } { }nNiEXxxu n
i ,...,1  ,max =∈⊆∈ , (3.1) 

де iu  – функція корисності і-го агента, X – множина альтернатив. 
Існування альтернативи х*, на якій одночасно досягають макси-

муму всі індивідуальні функції корисності, у практичних задачах 
настільки рідкісний випадок, що його можна не враховувати (у цьо-
му випадку задачі колективного прийняття рішень, як такої, і немає). 
Отже, задача (3.1) в термінах Розділу 1 є слабоструктурованою. Не-
обхідна додаткова інформація, яка б дозволила визначити, що розу-
міється під розв'язком задачі (3.1). 

Можливо, наприклад, виділити "пріоритетного" члена спільноти 
("царя", "вождя" і т.п.), індивідуальна функція корисності котрого 
максимізується, для інших індивідуальних функцій корисності вста-
новлюються "порогові" рівні constui = : 

 ( ) ( ){ }Xxkiuxuxu iik ∈≠≥  ;,max . (3.2) 

Зокрема, iu  і ju , ji ≠ , можуть співпадати. Якщо для фіксованих 

значень iu  задача (3.2) не буде мати розв'язку, то "пороги" (хоча б 
один) необхідно змінити. 

Припускаючи ж, що апріорі всі члени суспільства рівні у своїх 
правах, навряд чи можна погодитись з постановкою (3.2). Більш ло-
гічними ("демократичними") будуть дві "крайні" такі постановки:  

 ( )
XxNi

i xu
∈∈

→∑ max, (3.3) 
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 ( ) ( ) ( )
Xx

n xuxuxu
∈

→=== max...21 . (3.4) 

Задача (3.3) називається утилітарною постановкою (функція 
( ) ∑

∈
=

Ni
iny uuuW ,...,1  називається утилітарною функцією колективної 

корисності), задача (3.4) – егалітарною (від латинського слова "рів-
ність"). Інтерпретуючи функції індивідуальної корисності iu  як 
прибуток i – го члена спільноти, отримуємо, що утилітаризм макси-
мізує сумарний прибуток спільноти, не звертаючи уваги на його пе-
рерозподіл між членами спільноти (так, наприклад, в оптимальній 

точці *x  може бути, що ( ) 1*
1 =xu млн. грн., ( ) ( ) 1... **

2 === xuxu n  грн. 
– в "багатому суспільстві" всі, крім одного,– бідні). 

Егалітарна постановка може привести до ситуації, коли 

( ) ( ) 1... **
1 === xuxu n  грн. – "рівність у бід-

ності". Розглянуті ситуації ілюструє рис. 
3.1. Оскільки ситуація з "абсолютною" 
рівністю здається "непродуктивною", як 
правило, розглядається функція колек-
тивної корисності у вигляді 

( ) { }i
ni

ne uuuW
,1

1 min,...,
=

= , яку необхідно ма-

ксимізувати на множині альтернатив X. 
Ця функція називається егалітарною 
функцією колективної корисності (зада-
чу (3.4) тоді доцільно називати "край-

нім" або "абсолютним" егалітаризмом). "Економічна" інтерпретація 
егалітарної функції зрозуміла – суспільство намагається максимізу-
вати мінімальну "зарплату" (прибуток найбіднішого агента). Спір 
між утилітаризмом та егалітаризмом точиться тисячоліттями, можна 
привести безліч аргументів "за" і "проти" як для першого, так і для 
другого. Ми ж будемо розглядати їх як "крайні" способи агрегації 
індивідуальних функцій корисності (ФК) у колективну (агреговану) 
функцію корисності (КФК). 

Розглянемо цікаві приклади. 
1. Два міста A і B з'єднані двома дорогами ("прямою" й "окружною") 

довжиною 3 км і 5 км відповідно (Рис. 3.2). Міста хочуть побудувати 
спільне підприємство (наприклад, лікарню), причому на ділянці BC (|ВС| 
=2) з якихось причин це зробити неможливо. Чим ближче лікарня до міс-

 

0 45 
1 u 

2 u 

Рис. 3.1 
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та, тим краще. Абсолютно егалітар-
ний розв'язок буде лежати на дорозі 
ADB у точці D, що є серединою дуги 
AB ( ( ) ( ) кмDuDu 5.221 == ). Але 
точка C ( ( ) кмCu 11 = , ( ) кмCu 22 = ) і 
для першого і для другого агента 
кращі! 

2. Два агенти "перетворюють" 
свою працю в кукурудзу, причому 
агент 2 має продуктивність вдвічі 
більшу, ніж агент 1: одна година 
роботи агента 2 дає 2 центнери ку-

курудзи, агента 1 – одна од. ФК в агентів однакові: 

( ) ( )3 10, xyyxu −= , де x – витрати праці в годинах, y – отримана ку-

курудза в центнерах (ФК – монотонно зростає й угнута по y, спадає 
й опукла по x). 
Маємо задачу:  

 
( ) ( ) ( )







=≥+=+

→−+−=

.2,1,0,,2

max,1010,

2121

3
22

3
11

iyxxxyy

xyxyyxu

ii

         (3.5) 

Необхідні умови оптимальності для задачі (3.5), оскільки вона є 
опуклою задачею математичного програмування, будуть і достатні-
ми, тому матимемо (викладки пропонуємо зробити читачеві само-

стійно): *
2

*
1 2yy = , ( ) ( )*

2
*
1 10410 xx −=− . Таким чином, більш продук-

тивний агент отримує за свою працю вдвічі менше кукурудзи, маю-
чи при цьому в 4 рази менше вільного часу. 

3. Брат і сестра повинні поділити між собою одиницю нескінченно 
подільного пирога. Брат удвічі більш голодний, ніж сестра: один і той 
же шматок пирога x приносить брату (з функцією корисності 1u ) вдвічі 

більшу корисність ( ) ( )xuxu 21 2= , де 2u  – функція корисності сестри. 

Нехай функції 1u , 2u  є зростаючими, угнутими та диференційованими. 

Розв'язок утилітарної задачі: ( ) ( )
[ ]1,0

21 max1
∈

→−+
x

xuxu  знаходиться з 

необхідних умов оптимальності, оскільки функція є угнутою. Маємо  

( ) ( ) ( ) ( )*
1

*
1

*
2

*
1 115,01 xuxuxuxu −′<−′=−′=′ ⇒ ** 1 xx −>  ⇒ 5,0* >x . Розв'язок 

С 
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егалітарної задачі: ( ) =xu1 ( ) ( ) ( )xuxuxu −<−=− 115.01 112 ⇒ xx −<1 ⇒ 
5.0<x . 

Отже, утилітарист віддає більшу частину пирога більш голодно-
му брату, егалітарист віддає йому меншу частину! Чому? Бо турбу-
ється перш за все за більш голодну сестру – компенсує їй знижений 
апетит. 

Кожен може перевірити – ким є їх знайомі? Утилітаристи чи ега-
літаристи? Мірліс [6] пропонує такий тест. Два автомобілі зіштов-
хуються й спалахують. В одному автомобілі – одна людина, у дру-
гому – чотири. У єдиного свідка ДТП є час спасти лише одну маши-
ну. Кого будете спасати ви? Якщо машину з чотирма пасажирами, то 
ви утилітарист. Підсвідомо ви вважаєте, що "корисність" чотирьох 
людей апріорі більша за "корисність" одного. Егалітарист намагати-
меться урівняти шанси кожного, наприклад, кине монету – яку ма-
шину спасати! 

Не дивлячись на відмінність утилітаризму й егалітаризму, вони 
мають одну спільну "функціональну" рису. В обох випадках викори-
стовується функція колективної корисності (ФКК), що агрегує інди-
відуальні корисності в єдиний "індекс" корисності, що представляє 
колективний "добробут".  

Між цими двома крайнощами "містяться" всі інші "колективні 
добробути", які визначимо наступним чином. 

Нехай { }nN ,1=  – фіксована "спільнота", ( )nuuu ,...,1=  – розподіл 

корисностей, nEu 0>∈ . Порядком колективного добробуту (ПКД) 

називається впорядкування R у nE  (рефлексивне, транзитивне і зв'я-
зне бінарне відношення на nE ). 

Позначимо через P його строгу компоненту: uPv ⇔  
( ) ( )uRvuRv ∧ , через J – компоненту байдужності: uJv ⇔  

( ) ( )vRuuRv ∧ . Припустимо, що ПКД задовольняє наступним двом 
додатковим властивостям (аксіомам). 
А1. Анонімність (симетрія по агентах ). Якщо u отримане з v пе-

рестановкою координат, то uJv. 

А2. Одностайність. Якщо vu ≥  ( ii vu ≥ , для ∀ ni ,1= ), то uRv. 

Зокрема, якщо u>>v ( ii vu >  для ∀ ni ,1= ), то uPv. 

Приведемо приклад . Нехай *u  отримано з nEu 0>∈  перестанов-
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кою компонент по неспаданню. Вектори u і v еквівалентні за лекси-

мінним впорядкуванням (LM), якщо ** vu = . Вектор u переважає ве-

ктор v за лексимінним впорядкуванням, якщо *u  лексикографічно 

переважає *v , тобто існує 1,0 −= nk  таке, що: **
ii vu = , для ki ,1=  і 

*
1

*
1 ++ > kk vu . Зокрема, якщо ( ) ( )vWuW ee > , то вектор u лексимінно 

переважає вектор v. 
"Нестроге" лексимінне впорядкування будемо позначати через 

LM(uLMv), строгу компоненту LMP , компоненту байдужності – 

LMJ . Очевидно, що лексимінне впорядкування є ПКД. Розглянемо 

його властивості. Нехай S, nES 0>⊆  – множина допустимих векторів 
корисностей. Нижче припускатимемо, що S – компактна множина 

(обмежена й замкнена). Нехай nEvu 0, >∈ , u>v означає, що vu ≥  і 
vu ≠ .  
Скажемо, що вектор u є оптимальним за Парето (ефективним) у 

S, якщо для v S∀ ∈  v u> ⇒  Sv∉ . Вектор u називається слабко-
оптимальним за Парето (слабко-ефективним) у S, якщо для v S∀ ∈  
v u>> ⇒  Sv∉ .. 
Теорема 3.1. Нехай { }i

ni
e uW

,1
min

=
=  – егалітарна функція кориснос-

ті, e
Su

WArgS
∈

= max0 . Тоді множина ∅≠0S , усі її елементи є слабко-

ефективними та існує хоча б один ефективний елемент. 

Теорема 3.2. Нехай множина S містить ефективний елемент 0u  

такий, що 00
ji uu =  для ∀ nji ,1, = . Тоді { }0

0 uS = . 

Теорема 3.3. Нехай S містить слабко-ефективний елемент 0u  та-

кий, що ( ) ( ) ji uu 00 = , для ∀ nji ,1, = . Тоді 00 Su ∈ . 

Розглянемо лексимінний порядок і позначимо через LMS  множи-
ну елементів множини S, максимальних за цим порядком. 
Теорема 3.4. ∅≠LMS  і кожен елемент LMS  є ефективним у S. 

Нехай 00 Su ∈ , тоді ** vu =  (тобто множина 0S  скінченна). Якщо 

множина S опукла, то 0S  містить єдиний елемент. 
Тепер нас, як і в "індивідуальній" теорії корисності, буде цікави-
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ти, чи можна на основі попарних порівнянь векторів колективної 
корисності (тобто, задаючи ПКД) співставити кожному векторові 
колективної корисності – "індекс" колективного добробуту. 

Функцією колективної корисності (ФКК) називається дійснозна-
чна функція W, що визначена на nE  й задовольняє наступним влас-
тивостям. Анонімність: W симетрична за змінними nuu ,...,1 ; одно-

стайність: vu ≥ ⇒  ( ) ( )vWuW ≥  (зокрема, якщо u>>v ⇒  
W(u)>W(v)). Два приклади ми вже знаємо: це егалітарна ФКК 

( ) i
ni

e uuW
,1

min
=

=  та утилітарна ( ) ∑
=

=
n

i
iy uuW

1

. Кожна ФКК W однознач-

но породжує ПКД R: uRv ⇔  ( ) ( )vWuW ≥ . 
Представлення ПКД R за допомогою ФКК є так само зручним, як 

і представлення індивідуальних переваг за допомогою функції кори-
сності. Але не всі ПКД можуть бути представлені ФКК. 
Теорема 3.5. Лексимінний ПКД не представляється ФКК. 
Доведення можна подивитись в [6 ]. 
Егалітарна програма здійснює перерозподіл добробуту від "бага-

того" до "бідного", утилітарна програма є байдужною до таких пере-
розподілів. Між цими двома крайніми випадками мається вельми 
широкий клас ПКД, кожен з яких в деякій мірі звертає увагу на пе-
рерозподіл від багатого до бідного, але також намагається підняти й 
загальну суму корисностей. 

Принцип передачі Пігу-Дальтона стверджує, що передача корис-
ності від одного агента до іншого, котра не збільшує розрив у їх до-
бробуті, не може зменшити колективного добробуту. 

Порядок R задовольняє принципу Пігу-Дальтона, якщо для двох 

агентів i,j  й будь-яких векторів nEvu ∈,  виконується: 

{ }для , , таk k i j i j i j i ju v k i j u u v v v v u u= ∀ ≠ + = + − < − ⇒  vRu. 

Якщо ПКД задовольняє принципу Пігу-Дальтона, то будемо го-
ворити, що він не збільшує нерівності. Якщо при тих же умовах век-
тор v строго переважає u, то ПКД R скорочує нерівність. 

Розглянемо сепарабельно-адитивну ФКК ( ) ( )∑
=

=
n

i
iuuW

1

α . Яка 

властивість функції α  відповідає ПКД, що скорочує нерівність? 
Покладемо xui = , ε+= yu j , ε+= xvi , yv j = , 0>ε . З визна-
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чення принципу Пігу-Дальтона матимемо: ∀ x<y ,∀ 0>ε : 
( ) ( ) ( ) ( )yyxx αεααεα −+≥−+ . 

Остання умова є, очевидно, просто угнутістю функції α . Таким 

чином, для того, щоб ФКК ( )∑
=

n

i
iu

1

α  не збільшувала (скорочувала) 

нерівність, необхідно й достатньо, щоб функція α  була угнутою 
(строго угнутою). Можна легко перевірити, що лексимінний ПКД 
скорочує нерівність, а егалітарна ФКК його не збільшує. 

Наступний результат показує, що принцип Пігу-Дальтона вико-
нується не лише для сепарабельно-адитивних ФКК. 
Теорема 3.6. Нехай ФКК є диференційованою. Тоді вона задово-

льняє принципу Пігу-Дальтона тоді й лише тоді, коли: 

∀ nEu∈ : ji uu ≤  ⇔ ( ) ( )
ij u

uW

u

uW

∂
∂≤

∂
∂

. 

Доведення. Нехай ε+= ii uv , ε−= jj uv , kk uv = , jik ,≠ ; ji uu < ; 

( )ij uu −≤
2

1ε ⇒ ( ) ( )vWuW ≤ , ( ) ( )( )d
W v W u

dε
− =  

( ) ( )
0

j i

W u W u

u u

∂ ∂
= − ≤

∂ ∂
 . ♦ 

Розглянемо 2 критерії характеризації принципу Пігу-Дальтона. 

Вектор ( ) ( ) ( ) ( )( )uWuWuWuuuuuL yke

n

i
i ,...,,...,,...,,

1

**
2

*
1

*
1 =








+= ∑

=
, де 

( ) ( )( ) ∑
=

==
k

i
ikk uuLuW

1

*  – сума доходів k перших "найбідніших" чле-

нів, називається кривою Лоренса. 
Як впливає перерозподіл корисностей Пігу-Дальтона на криву 

Лоренса? Нехай **
ji uu < , i<j . Збільшимо *

iu  до ε+*
iu , одночасно 

знижуючи *
ju  до ε−*

ju  так, щоб εε −<+ **
ji uu  (тобто виберемо ε : 

( )**

2

1
0 ij uu −<< ε ). Нижче приведено приклад, в якому при перероз-

поділі віднімається 4 одиниці корисності від *
7u  й передається *

2u  
(i= 2, j= 7, 4=ε ). Позначимо через v вектор, що отримується після 
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перерозподлу:  

( )18,16,14,11,9,8,6,2* =u → ( ) ( )84,66,50,36,25,16,8,2=uL , 

( )18,12,14,11,9,8,10,2* =v →  ( ) ( )84,66,52,40,29,19,10,2=vL . 
Таким чином, після перерозподілу кожна координата кривої Ло-

ренса або "піднімається", або залишається незмінною. Виявляється, 
що ця властивість загальна: будь-яка передача Пігу-Дальтона "під-
німає" криву Лоренса. Цікаво, що справедливо і зворотне. 

Скажемо, що вектор u домінує за Лоренсом вектор v, якщо його 
крива Лоренса L(u) домінує за Парето криву Лоренса L(v): 

L(u)>L(v) ⇔ ∀ k: ∑∑
==

≥
k

i
i

k

i
i vu

1

*

1

* , ∃ j: ∑∑
==

>
j

i
i

j

i
i vu

1

*

1

* . 

Теорема 3.7. Якщо u домінує за Парето v або u отримано із v пе-
редачею Пігу-Дальтона, то u домінує за Лоренсом v. Навпаки, якщо 
u домінує за Лоренсом v, то можна підібрати послідовність передач 
Пігу-Дальтона й покращень Парето, які дозволяють з v отримати u. 

Отже, ПКД R не збільшує нерівність тоді й лише тоді, коли він є 
узгодженим з домінуванням Лоренса: ∀ u,v L(u)>L(v) ⇒  uRv (uРv). 

Послідовність покращень Парето, про яку йде мова в теоремі, для 
кожного скорочуючого нерівність ПКД приведе до оптимального за 
Лоренсом елемента. Таким чином, оптимуми Лоренса є підмножи-
ною множини оптимумів Парето. Розглянемо випадок для n=2. Тоді 

( ) { }( ) ( ) ( )( )uWuWuuuuuuL ye ,,,min, 212121 =+= . Отже, вектор корисно-

стей є оптимальним за Лоренсом тоді й лише тоді, коли він не може 
бути покращенним за утилітарною ФКК без погіршення за егалітар-
ною ФКК й навпаки. 

На рис. 3.3 показані типові конфігурації (без дилеми "рівність–
ефективність" та з нею) для опуклої допустимої множини S й відпо-
відні оптимуми Лоренса й Парето. Оптимуми Лоренса розміщені 
між розв'язками егалітарним α  й утилітарним β . 

Оптимуми Парето знаходяться на кривій δγ  на лівому рисунку й 
на кривій γα  – на правому. 

Другий спосіб характеризації принципу Пігу-Дальтона носить 
технічний характер. Він стверджує, що опуклі (строго опуклі) ПКД 
не збільшують (скорочують) нерівності.  
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Рис. 3.3. 

 
Скажемо, що nn×  матриця ( )ijq=ϕ  є двічі стохастичною, якщо 

0≥ijq , 1==∑∑
j

ij
i

ij qq  при всіх i, j. Матриця перестановки – це 

така двічі стохастична матриця, у якої 0=ijq  або 1 для всіх i,j . 

       Теорема 3.8 (Харді, Літтлвуд, Пойа, 1934 р.). ПКД R не збіль-
шує нерівність тоді і лише тоді, коли він задовольняє умові: для 

∀ nEu∈  та будь-якої двічі стохастичної nn×  матриці Q  виконується: 

 ( )RuQu . (3.6) 
Більш того, ПКД R скорочує нерівність тоді і лише тоді, коли ви-

конується ( )PuQu  для u∀  з різними компонентами і для всіх двічі 
стохастичних матриць Q , що не є матрицями перестановок. 
Наслідок з теореми 3.8. Скажемо, що ПКД R є опуклим (строго 

опуклим), якщо його верхні контурні множини { }vRuv  є опуклими 

(строго опуклими). Опуклий ПКД не збільшує нерівності. Строго 
опуклий ПКД скорочує нерівність. Доведення теореми можна знай-
ти в [6]. ПКД, що задовольняє умові (3.6), також називається опук-
лим за Шуром. Рис. 3.4 показує, що контур опуклого за Шуром ПКД 
може бути не опуклим. Утилітарна функція колективної  корисності 
не звертає уваги на нерівномірність у розподілі індивідуальних ко-
рисностей, егалітарна – у першу чергу, намагається підвищити міні-
мальну індивідуальну корисність. Як чисельно виміряти нерівномір-
ність у розподілі індивідуальних корисностей, а отже, визначити, яке 
суспільство більш "справедливе"? 

Розглянемо ПКД R, що скорочує нерівність. Для будь-якого до-

датного вектора корисностей u ( 0>iu , ∀ ni ,1= , або nEu 0>∈ ) ви-
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значимо еквівалентний йому рівний розподіл корисностей з рівнем 
( )uε : ( ) ( ) ( )( )Juuuu εεε ,...,,  або ( )( )Jueu ⋅ε , де ( )1,...,1=e . Визна-

чимо середню корисність nuu
n

i
i∑

=

=
1

 й визначимо "індекс нерівно-

сті J, пов'язаний з ПКД R", наступним чином: 

 ( ) ( )
u

u
uJ

ε−= 1 . (3.7) 

Оскільки R скорочує нерівність, то розподіл eu ⋅  не гірше за u. 

Отже, ( ) ( )( )euuJRueu ⋅∧⋅ ε ⇒ ( ) ( )( )euReu ⋅⋅ ε ⇒ ( )uu ε≥ . 
Таким чином, J(u) невід'ємний для всіх u. Більш того, J(u)=0 тіль-

ки при ( ) uu =ε , що можливе тільки, якщо u – рівний розподіл 
( euu ⋅= ), оскільки R скорочує нерівність. Нарешті, J(u) обмежений 
зверху 1, оскільки ( )uε  невід'ємне, вектор u додатній. Звідси маємо: 

( ) 10 ≤≤ uJ  для u∀ , причому J(u)=0 тоді й лише тоді, коли euu ⋅= . 
Теорія індексів «паралельна» теорії ПКД. Дійсно, за індексом J, 

можна відновити функцію ε  з (3.7) і ε  буде ФКК, що представляє 
відношення R. 
Індекс Аткінсона та індекс Джині. Оскільки індекс нерівності J 

представляє ПКД, що скорочує нерівність, то він буде зменшуватися 
в результаті передачі Пігу-Дальтона. Нарешті, покладемо, що індек-
си нерівності не змінюються при зміні масштабу корисностей. Під-
сумовуючи, скажемо, що індекс нерівності є функція J, яка визначе-

на на nE 0>  й задовольняє умовам: 

1. ( ) 10 ≤≤ uJ , причому J(u)=0 тоді й лише тоді, коли euu ⋅= ; 
2.J(v)<J(u), якщо v отримано з u передачею Пігу-Дальтона; 
3. ( ) ( )uJuJ =λ  для ∀ 0>λ . 
Легко перевірити, що наступні ФКК скорочують нерівність: 

( ) ∑
=

=
n

i

q
iq uuW

1

, 0<q<1; ( ) ∑
=

−=
n

i

q
iq uuW

1

, q<0; ( ) ∑
=

=
n

i
iuuW

1
0 log . 

Відповідні міри нерівності ("індекси Аткінсона") отримуються 
безпосередніми обчисленнями з (3.7): 
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1
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−= ∏

=
. 

З точністю до нормування "індекс Джині" є середнім розкладом 
корисностей за всіма парами агентів: 

( ) ∑
≤≤

−=
nji

ji uu
un

uG
,1

2

1
. 

Відновлюючи з індексу Джині ФКК за формулою (3.7), маємо: 

( ) ( )( )∑
=

+−=
n

k
kukn

n
uW

1

*
2

12
1

. 

Таким чином, ця ФКК є варіантом класичного утилітаризму, при 
якому ваги більш успішних агентів спадають лінійно у відповідності 
із збільшенням рангів. 

Не дивлячись на привабливу інтерпретацію, індекс Джині має 
суттєвий недолік – відповідна ФКК не є "сепарабельною". 

Приклад . ( ) ( )5 2

1 6
4,11,3,9,8 1 9 3 7 4 5 8 3 9 11

5 7 25
G = − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + =

⋅
. 

Нехай тепер, відбувся перерозподіл корисностей між першими трьо-
ма агентами без зміни загальної корисності всередині групи з 
( )3,11,4  до ( )1,10,7 . Маємо: ( ) 2783,11,43 =G , ( ) 2791,10,73 =G . 

Тобто індекс Джині для групи { }3,2,1  збільшився, в той час, як ін-
декс Джині для всієї спільноти зменшився: 

( ) ( )8,9,3,11,43588,9,1,10,7 55 GG <= . 
Отже, індекс Джині не є "сепарабельним" за таким визначенням. 
Визначення (Сепарабельність за підгрупами). Дано дві спільноти 

N, T, NT ⊂ , і два вектори T
TT Evu 0, >∈  такі, що 

TT vu =  і вектор 
TN

TN Eu \
0\ >∈ , тоді ( ) ( )TTTT vJuJ ≥ ⇔  ⇔ ( ) ( )TNTnTNTn vvJuuJ \\ ,, ≥ . 

Оскільки індекси Аткінсона відповідають сепарабельним ФКК, 
то вони є сепарабельними за підгрупами. 
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Контрольні завдання до  §3 
 

1. Знайти розв’язок задачі 3.5. 
2. На множині векторів корисностей {u=(1,3,7,9,5), 

v=(3,2,5,4,6), w= (2,5,3,7,6)} знайти егалітарний, утилітарний, лекси-
кографічний та лексимінний оптимуми. 

3. На множині векторів з п.2 знайти оптимуми за Парето та Ло-
ренса. 

4. Обчислити індекс Джині для розподілів корисності з п.2. 
5. Для розподілів корисностей  з п.2 побудувати приклад “не-

сепарабельності за підгрупами”. 
6. Для розподілів корисностей  з п.2 обчислити індекси Аткін-

сона для q=0; 0.5; -2. 
 

Питання для самоперевірки до розділу 2 
 

1. Дайте визначення слабкого упорядкування, сформулюйте умови 
існування функції корисності для слабких упорядкувань.   

2. Сформулюйте умови існування функції корисності для строгих  
часткових упорядкувань. 

3. Сформулюйте умову сепарабельності. 
4. Дайте визначення слабкої ймовірностної міри. 
5. Сформулюйте аксіому Архімеда. 
6. Що називається множиною сумішей? 
7. Що називається станами природи? 
8. Що називається екстенсивною формою задачі прийняття рішень 

в умовах невизначеності? 
9. Сформулюйте критерії Байда, Гурвіца, Гермейєра. 
10. Сформулюйте критерій “мінімальної залежності від природи”. 
11. Сформулюйте задачу колективного прийняття рішень. 
12. Дайте визначення утилітарної, егалітарної функції корисності. 
13. Дайте визначення порядку колективного добробуту, сформу-

люйте аксіоми анонімності та одностайності. 
14. Дайте визначення колективної функції корисності. 
15. Сформулюйте принцип передачі Пігу-Дальтона. 
16. Що таке крива Лоренса? Дайте визначення оптимуму за Лорен-

сом. 
17. Що таке індекси Лоренса? Дайте визначення індексу Джині. 
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РОЗДІЛ 3 
ЕКСПЕРТНІ ПРОЦЕДУРИ  
ДЛЯ ПРИЙНЯТТЯ РІШЕНЬ 

 
Експертна інформація відіграє важливу роль при використанні 

сучасних методів підтримки прийняття рішень. Методи її отриман-
ня, представлення й обробки утворюють невід'ємну частину техно-
логії підтримки прийняття рішень. 

 
§1. Загальні проблеми 

 
При підтримці прийняття рішень використовується експертна ін-

формація двох видів: концептуально-понятійна й оціночна. Інформа-
ція першого типу представляє собою формування цілей, критеріїв, 
альтернатив, визначення принципів оптимальності. Вона представля-
ється у текстовому вигляді на природній мові. До другого виду відно-
ситься інформація про оцінку цілей, критеріїв та альтернатив. При 
цьому розрізняються абсолютні та відносні оцінки, останні, в свою 
чергу, поділяються на ординарні та кардинальні. Найкраще, звичайно, 
мати абсолютні оцінки (вартість засобів для досягнення цілі; час, не-
обхідний на реалізацію рішення; ефективність отриманого рішення 
тощо), але, як правило, витрати на їх отримання дуже великі, а їх точ-
ність, навпаки, низька. Відносні оцінки отримати, як правило, прості-
ше, з іншого боку, "все пізнається у порівнянні" ("У порівнянні з шес-
тидесятитонним кашалотом десятитонні самочки здаються мініатюр-
ними" (з TV передачі "У світі тварин")). У цьому сенсі "абсолютні" 
оцінки є результатом порівняння деякої альтернативи з усіма можли-
вими. 
Ординарні оцінки альтернатив являють собою їх ранги (місця) у 

послідовності переваг за деяким критерієм. 
Кардинальні оцінки – це числа, що вказують відносну значимість 

альтернатив та цілей у тому або іншому сенсі у певній шкалі. 
Шкали зручно поділити на дві групи – для кількісної та якісної 

оцінки альтернатив. 
Розглянемо основні шкали першої групи. Прикладами оцінок альте-

рнатив в абсолютній шкалі є: кількість об'єктів, час виконання роботи, 
ймовірність реалізації альтернативи тощо. Прикладами оцінок у шкалі 
відношень можуть бути: вага товару у кілограмах, фунтах, пудах; дов-
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жина у метрах, футах, сажнях тощо. У шкалі інтервалів зберігаються 
відношення різниць оцінок. Початок відліку й масштаб можуть зміню-
ватись (температура у шкалах Цельсія, Фаренгейта, Кельвіна). 
Для представлення якісних оцінок використовується номінальна 

шкала, шкали порядку й гіперпорядку. Оцінки у номінальній шкалі 
являють собою номери класів еквівалентності, у які були включені 
альтернативи у результаті їх класифікації (представлення множини 
студентів номером навчальної групи, потоку, спеціальності тощо). У 
порядковій шкалі представляються ординарні оцінки альтернатив, 
що відображають лише порядок альтернатив у ряду переваг за де-
яким критерієм (наприклад, "важливості", "корисності" тощо). У 
шкалі гіперпорядку зберігаються не лише порядок альтернатив, але й 
відношення порядку між різницями їх оцінок. 
При розробці методів обробки експертної інформації необхідно вра-

ховувати психофізіологічні властивості людей, особливості їх поведін-
ки та пам'яті у процесі прийняття колективних оцінок. 
Найбільш обґрунтованою експериментальними даними у даний 

час є так звана трьохкомпонентна модель пам'яті [7,8]. Відповідно 
цій моделі розрізняють три види пам'яті: сенсорну, короткострокову 
й довгострокову (так же, як і у комп'ютері: регістри прийому інфор-
мації, оперативна пам'ять й пам'ять на зовнішніх носіях). Різнома-
ніття видів пам'яті проявляється в об'ємі інформації, що зберігається, 
часі збереження й способі кодування. У сенсорну пам'ять інформація 
поступає від органів відчуттів і зберігається у ній біля третини секу-
нди. Із сенсорної пам'яті інформація переписується у короткостро-
кову пам'ять, де вона зберігається до 30 секунд й обробляється. По-
тім інформація або губиться, або поступає у довгострокову пам'ять з 
дуже великою ємністю і дуже великим часом зберігання (і ємність, і 
час вважаються практично необмеженими). 
Дослідження психологів показують, що процеси прийняття рі-

шень відбуваються за участю саме короткострокової пам'яті, у яку 
інформація може поступати із сенсорної та довгострокової. Об'єм 
короткострокової пам'яті обмежений 27 ±  одиницями (у залежності 
від індивідуума), які називаються чанками [7,8]. При цьому чанком 
може бути й простий символ, і складний образ, але важливо, що об'-
єкт, який описується чанком, сприймається людиною як єдиний об-
раз. При порівнянні об'єктів (альтернатив, критеріїв) кожен з них 
описується чанком. Тому при розробці методів підтримки прийняття 
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рішень число об'єктів, які повинен порівнювати експерт, необхідно 
обмежити цим "магічним" числом 27 ± . 
Значний теоретичний та практичний інтерес мають оцінки вико-

нання елементарних операцій, що використовуються у методах під-
тримки прийняття рішень: 

♦ "Складні" (С), при виконанні яких ОПР допускає багато проти-
річ, використовує спрощені стратегії (наприклад, виключає частину 
альтернатив чи критеріїв). 

♦ "Допустимі" (Д), ОПР може виконувати їх з малими протиріч-
чями та з використанням складних стратегій. 

♦ "Допустимі при малій розмірності" (ДМ), при невеликій кіль-
кості об'єктів ОПР виконує їх достатньо надійно. 

♦ "Невизначені" (Н), ОПР може винести лише попередні виснов-
ки про допустимість (матимемо тип оцінки НД) або складності (тип 
оцінки НС) операції. 
Особливо потрібно акцентувати увагу на психологічних аспектах 

прийняття колективних (групових) рішень. Основи теорії "групової 
свідомості" були вперше сформульовані у 1971 р. Ірвіном Янісом 
(Janis). Основні ознаки групової свідомості зводяться до наступного: 
належність до конкретної групи, ізоляція від інших; "стереотипу-
вання" інших – інші не розуміють їх; тиск на інакомислячих; загроза 
групі; ілюзія невразливості, ілюзія одностайності і т.д. 
Експериментально доведено, що на ефективність групової свідомос-

ті впливають одностайність групи й колективна загроза. Якість групо-
вого рішення є гіршим в умовах сильної загрози й сильної одностайно-
сті й слабої загрози й слабої одностайності, ніж в умовах сильної загро-
зи й слабої одностайності або слабої загрози й сильної одностайності. 

 
№ Назва елементарної операції Оцінка 
1 Операції з критеріями  
1.1 Впорядкування за корисністю НД 
1.2 Призначення кількісних ваг критеріїв С 
1.3 Декомпозиція складного критерію на прості ДМ 
2 Операції з оцінками альтернатив за критеріями  
2.1 Кількісний еквівалент для якісної оцінки НС 
2.2 Побудова кривої корисності за критерієм С 
2.3 Якісне порівняння змін оцінок двох критеріїв Д 
2.4 Кількісне заміщення для двох критеріїв НС 
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2.5 Визначення задовільного значення  НД 
3 Операції з альтернативами  
3.1 Порівняння двох альтернатив як сукупності оцінок  ДМ 
3.2 Порівняння двох альтернатив як цілісних об'єктів  НД 
3.3 Знаходження ймовірнісних оцінок для альтернатив С 
3.4 Відношення альтернатив до класів рішень ДМ 
3.5 Кількісна оцінка корисності С 
3.6 Декомпозиція складної альтернативи на прості ДМ 
3.7 Призначення якісних оцінок ймовірностей Д 

 
Наслідком наявності ознак групової свідомості є прийняття "по-

ганих" рішень. Існує декілька підходів до визначення мір утручання 
з метою компенсування групової свідомості. Так, наприклад, реко-
мендується запрошення експертів "ззовні"; запрошення "адвоката 
диявола" (тобто людини, яка помічає в інших лише недоліки); засто-
сування методики "виконання декількох ролей" (членам групи про-
понується поставити себе на місце інших); стимулювання інтелекту-
альної боротьби думок у групі, зокрема, захист думок меншості. 

Загальна схема експертизи. Аналіз існуючих експертиз показує, 
що у процесі їх побудови можна виділити таку послідовність дій. 

♦ Дослідник (консультант) знаходить множину "можливих" оці-
нок Ω , у якій знаходиться шукана оцінка. 

♦ Дослідник (консультант) визначає множину допустимих оці-

нок Ω~ , з котрої здійснюють вибір експерти. 

♦ Кожен експерт вибирає свою оцінку Ω∈Ω= ~
)

~
(ii Ca , ni ,1= , 

тобто розв'язує задачу вибору найкращої оцінки з Ω~ . 
♦ Дослідник (аналітик) проводить обробку отриманої від експертів 

інформації й знаходить результуючу (інтегральну, колективну) оцінку з 

Ω~ , котра приймається за розв'язок початкової задачі оцінювання. 
♦ Якщо отриманий розв'язок не задовольняє дослідника, він мо-

же організувати "обернений зв'язок", після чого експерти знову роз-
в'язують відповідні задачі вибору. 
На рис. 1.1. – блок-схема експертизи. Її параметри: 
Ω  та Ω~  – відповідно множини можливих та  допустимих оцінок; 
L  – взаємодія між експертами; Q  – обернений зв'язок; ϕ  – обро-

бка (відображення Ω→Ωn~
). 
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Побудова   Ω  

Побудова Ω~  

Експерт 1 Експерт n 

Обробка ϕ  

Ω~  Ω~
 

L 

)
~

(Ω= nn Ca  )
~

(11 Ω= Ca  

Оцінка ),...,( 1 naaa ϕ=  
 

Q 

Q Q 

 
Рис.1.1. 

Назвемо схемою експертизи п'ятірку параметрів, що представлені 
на блок-схемі. Під підготовкою експертизи будемо розуміти попере-
дню розробку схеми експертизи та підбір експертів, під реалізацією 
експертизи – отримання інформації та її обробку. 
Підготовка експертизи полягає у конкретизації параметрів: 
І. Множина можливих оцінок (ММО) визначається задачею оці-

нювання, що розв'язується, наприклад, так: 
1) { }1,0=Ω . Відповідна задача попарного порівняння полягає у 

знаходженні кращого з двох об'єктів А і В. При цьому 

{ }інакше0 ;закраще1)( ВАC =Ω . 

2) { }),...,( 1 nii=Ω  – множина перестановок натуральних чисел від 
1 до n. Відповідна задача ранжування полягає у впорядкуванні об'єк-
тів за спаданням (зростанням) значення деякої ознаки. При цьому 

),...,()( 1 nssC =Ω , де is  – номер і – го об'єкта. 

3) { }l,...,1=Ω . Відповідна задача класифікації полягає у віднесенні еле-

мента Sx∈  до однієї з l підмножин lSS ,...,1 . При цьому iC =Ω)( , якщо 

iSx∈ . 

4) mE=Ω . Відповідна задача чисельної оцінки полягає у співста-
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вленні системі одного чи декількох чисел. При цьому aC =Ω)( , як-

що оцінкою системи є вектор mEa∈ . 
ІІ. Множина допустимих оцінок (МДО). Для конкретизації Ω  не-

обхідно описати вид його представлення експерту, котрий залежить 
від форми опитування експерта. Опитування типу інтерв'ю передба-
чає розмову дослідника з експертом, у ході якої дослідник ставить 
питання у відповідності з розробленою програмою. До недоліків ме-
тоду відносяться складність формалізації та високі вимоги до дослід-
ника та експерта. 
Найчастіше застосовується форма опитування, що носить назву 

анкетування. Анкета – це набір питань, на які пропонується відповіс-
ти експерту. Багатьма дослідженнями встановлено, що людина краще 
відповідає на "якісні" питання ("гірше-краще"), ніж на кількісні. Ре-
комендується спочатку формувати  загальні питання, потім часткові. 
Аналітична форма опитування передбачає тривалу самостійну ро-

боту експерта, направлену на аналіз характерних властивостей і тен-
денцій системи, що досліджується. Таку форму називають методом 
доповідної записки. Вона  часто застосовується як перший етап більш 
складної експертизи, що дозволяє уточнити напрям досліджень і зміст 
питань, що будуть задаватись на таких етапах. 
ІІІ. Виділяють три форми взаємодії експертів (параметр L): 
1) експерти вільно обмінюються інформацією; 
2) обмін інформацією між експертами регламентовано; 
3) експерти ізольовані один від одного. 
У схемі типу круглого столу взаємодія між експертами не регла-

ментована. У процесі обговорення проблеми експерти вільно обмі-
нюються думками, збагачуючись ідеями один одного. Негативний 
бік, обумовлений підвищеними вимогами до експертів: уміння ви-
словити думку, що не залежить від думки більшості; здатність від-
мовитись від свого погляду, якщо він виявиться невірним. 
Деяка регламентація спілкування експертів у схемі круглого сто-

лу дозволяє уникнути вказаних недоліків. Відповідна модифікація 
називається методом мозкового штурму (мозкової атаки). Він поля-
гає у тому, що на протязі деякого проміжку часу будь-яка висловле-
на думка не обговорюється і не відкидається. Обговорення вислов-
лених думок здійснюється на наступних етапах після того, як кожен 
експерт встигає обдумати їх, зіставити із своєю. 
Якщо експерти ізольовані, то кожен висловлює свою думку неза-
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лежно від інших. Оцінки окремих експертів при цьому можна роз-
глядати як незалежні реалізації випадкової величини. 
ІV. Обернений зв'язок в експертизі. Кожному експерту надають 

результуючу оцінку, взагалі кажучи, разом з деякою іншою інфор-
мацією (наприклад, з "найгіршою" й "найкращими" оцінками). На 
основі одержаних даних експерти уточнюють свої оцінки, після чого 
процедура повторюється знову, поки не буде одержана узгодженість 
оцінок, що задовольняє дослідника. 
До числа найбільш відомих процедур з оберненим зв'язком відно-

ситься метод Делфі. Експертам пропонується відповісти на ряд пи-
тань і свої відповіді аргументувати. Аналітик вивчає відповіді експер-
тів і визначає їх узгодженість. Якщо думки експертів недостатньо уз-
годжені, то він повідомляє кожному з них додаткові відомості про 
систему, а також відповіді на поставлені питання та аргументації ін-
ших членів експертної групи. З врахуванням отриманої інформації 
експерти знову відповідають на сформульовані питання. Недоліком 
методу є великі витрати часу на проведення всіх турів опитування й 
велика трудомісткість процедури, що пов'язана з переглядом думок 
експертів. 

V. Підбір експертів. Спочатку визначається число експертів – во-
но повинно бути достатньо великим для того, щоб були всебічно 
враховані суттєві властивості задачі, з іншого боку, при занадто ве-
ликій кількості експертів виникають труднощі в організації проце-
дури. Доцільно організовувати групу з 10-20 експертів, хоча можли-
ві відхилення як у більшу, так і меншу сторону. 
Коли чисельність групи визначена, переходять до підбору експе-

ртів. Для цього визначають перелік задач, що потребують розв'язан-
ня, і складають список осіб, що є компетентними спеціалістами у 
даній (або близьких до даної) області. Крім компетентності, хоро-
ший експерт повинен мати ще цілий ряд якостей. Основні з них на-
ступні: креативність – здатність розв'язувати задачі, метод розв'яз-
ку котрих, повністю або частково невідомий; евристичність – здат-
ність виявляти неочевидні проблеми; інтуїція – здатність "вгадува-
ти" розв'язок без його обґрунтування; предикатність – здатність 
"передбачати" розв'язок; незалежність – здатність протистояти ду-
мці більшості; всебічність – здатність бачити проблему з різних то-
чок зору. 
Вимоги до експертів залежать також від методу організації екс-
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пертизи. Так, при роботі експерта у комісії, де експерти вступають у 
безпосередній контакт, важливе значення набувають психологічні 
фактори, у першу чергу, сумісність, незалежність. Необхідно врахо-
вувати також зацікавленість експерта у результаті експертизи. 
В деяких випадках при підборі експертів використовують числові 

оцінки, що характеризують їх якості. Такі оцінки носять або статис-
тичний характер, або ґрунтуються на результатах психології та соціо-
ніки.  
Степінь компетентності експертів, як правило, визначають на ос-

нові статистичного аналізу участі експерта у попередніх експерти-

зах, отримуючи так звані ваги експертів iα , ni ,1= . Нехай jaΦ  – фа-

ктична оцінка у j – й експертизі, ija  – оцінка i -го експерта. Тоді від-

носна похибка i – го експерта у j – й експертизі jijjij aaa ΦΦ −=ε , а 

його вага 
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де ik  – кількість експертиз, у яких брав участь i-й експерт; як видно, 

iα  прямо залежить від його середньої похибки по усіх експертизах, і 

обернено – від суми середніх похибок усіх експертів, тому 1
1

=∑
=

n

i
iα .  

Ваги експертів можна обраховувати й іншими способами, зокрема, 
враховувати їх психофізіологічні характеристики (схильність до ризи-
ку, "правдивість", "незалежність", "реалістичність" і т.п.). Задачу визна-
чення ваги експертів, у свою чергу, можна розглядати як задачу оброб-
ки експертної інформації. У загальному випадку ваги експертів можна 
визначати у довільних шкалах, тоді, як правило, їх нормалізують: 

∑
=

=′
n

i
iii

1

ααα ,  де iα  – вага i-го експерта у довільній шкалі 

( 0≥iα , i∀ ; 0
1

>∑
=

n

i
iα ). Далі вважаємо ваги експертів нормалізовани-

ми. 
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Контрольні завдання до  §1 
 

1. Що таке ординарні та кардинальні оцінки альтернатив? 
2. Оцініть об’єм своєї короткострокової пам’яті (від 1 до 9). 
3.  До чого зводяться ознаки “групової свідомості” за Янісом? 
4. Опишіть схему експертизи. 
5. Методами круглого столу, мозкового штурму, Делфі оцінити 

перспективи розвитку “штучного інтелекту”  (за основу дискусії 
взяти книгу Дж.Хокінса “Об интеллекте”, 2007 р.): 

 Чи можливе створення “розумних” машин?; 
 Для чого створювати “розумні” машини?; 
 Чи потрібно створювати “розумні” машини? 
6. Оцінити (за шестибальною шкалою: “дуже висока”-5, “висо-

ка”-4, “середня”-3, “низька”-2, “дуже низька”-1, “нульова”-0) власну 
та «сусіда»: креативність, евристичність, інтуїцію, предикатність, 
незалежність, всебічність. Порівняти оцінки (самого себе та вас «су-
сідом»). Зробити висновки. 

7. Оцінити степінь своєї компетентності по прогнозуванню ра-
хунків футбольних матчів на основі прогнозів за тиждень та місяць 
(ті, хто апріорі оцінює свою футбольну компетентність як нульову, 
може оцінити свою компетентність прогнозуванням погоди, індексу 
інфляції, політичних змін тощо). 

 
§2. Методи обробки експертної інформації 

 
Методи обробки експертної інформації поділяються на три осно-

вні групи: статистичні методи, алгебраїчні методи й методи шкалю-
вання. Статистичні методи базуються на припущенні, що відхи-
лення оцінок експертів від істинних значень відбувається у силу ви-
падкових причин. Суть алгебраїчних методів полягає у наступному: 
на множині допустимих оцінок задається відстань й результуюча 
оцінка визначається як така, відстань якої до оцінок експертів (за 
певним критерієм) мінімальна. Ідея методів шкалювання полягає у 
тому, що за експертною інформацією про степінь відмінності об'єк-
тів установлюється мінімальний (або близький до мінімального) на-
бір критеріїв та оцінок об'єктів за цими критеріями, що обумовлю-
ють вказані експертами відмінності. 
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Статистичні методи. 
Експертиза  1 (Е1): 1~

E=Ω=Ω , L  – експерти ізольовані, Q  – 

обернений зв'язок відсутній, ( ) ∑
=

==
n

i
iin aaaa

1
1,..., αϕ . 

Тобто результуюча числова оцінка a  знаходиться за формулою 
середньозваженого значення (математичного сподівання випадкової 
величини). За степінь узгодженості думок експертів служить диспе-

рсія: ( )∑
=

−=
n

i
ii aa

1

22 ασ . 

Як модифікація (Е1) розглядається наступна  експертиза  2: 
3~

E=Ω=Ω , 

( )1 2 3 1 2 3
1 1 1, , ;...; , ,n n na a a a a a aϕ= =∑

= ++
++n

i

iii
i

aaa

1 321

3
3

2
2

1
1

γγγ
γγγα , де 1

ia  – 

"оптимістична" оцінка i -го експерта, 2
ia  – "реалістична" і 3

ia  – "пе-
симістична". Для експерта – "реаліста" (психологічний тип експерта 
можна визначити відповідним тестуванням) доцільно покладати 

11 =γ , 42 =γ , 13 =γ ; для експерта – "оптиміста" 31 =γ , 02 =γ , 

23 =γ  (він "завищує" оптимістичну оцінку), для експерта – "песимі-

ста" 21 =γ , 02 =γ , 33 =γ  (він "занижує" оптимістичну оцінку). Сте-
пінь узгодженості між оцінками визначається величиною 

( )∑∑
==

−+=
n

i
ii

n

i
ii aa

1

2

1

22 ασασ , 

де ( ) 413
2 γσ ii
i aa −= , 4γ  – степінь невпевненості i -го експерта у сво-

їй оцінці (для експерта реаліста 364 =γ , для інших – 254 =γ ). 
В експертизах 1E , 2E  можна визначити статистичну значимість 

отриманих результатів. Задаємо ймовірність похибки p , вважаючи, 
що величина a  розподілена за нормальним законом з центром a  і 

дисперсією 2σ . Тоді: ∆+≤≤∆− aaa , де ntσ=∆ , величина t  
має розподіл Ст'юдента з ( )1−n  -м ступенем свободи (визначаємо за 
таблицею розподілу Ст'юдента, за величиною р). 
Опишемо застосування метода Делфі для Е1 у вигляді наступної 
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експертизи  3: 1E=Ω , 








≥=∈=Ω ∑
=

0,1
~

1
i

k

i
i

k zzEz . 

Відображення ϕ  задається наступним чином. Весь інтервал до-
пустимих значень величин, що оцінюються, розбивається на k  ін-
тервалів: ktt ,...,1 . Експерт оцінює ймовірність попадання величини, 

що оцінюється, у кожен з k  інтервалів. Нехай ijp  – оцінка ймовір-

ності попадання у j  – й інтервал, що дається i  – м експертом. Тоді 

ймовірність попадання величини в інтервал jt  на основі думок усіх 

експертів оцінюється величиною: ∑=
i

ijit pp
j

α , kj ,1= . 

За колективну оцінку приймається медіана 2q  побудованого роз-

поділу, яка визначається з умови: ( ) 5.02 =≤ qtp . 
Емпірично встановлено, що процедуру можна зупиняти, коли ді-

апазон квантілів 13 qqq −=∆  (де ( ) 75.03 =≤ qtp , ( ) 25.01 =≤ qtp ) 
зменшився в 1.6 рази у порівнянні з початковим. 
Експертиза  4 полягає у співставленні індивідуальним ранжуван-

ням експертів колективного ранжування: =Ω=Ω ~
{множина всіх пере-

становок m об'єктів}, експерти ізольовані, обернений зв'язок відсутній. 
Відображення ϕ  визначається наступним чином. Кожен експерт 

задає місце (ранг) кожного об'єкта: ijr  – ранг j - го об'єкта, визначе-

ного i - м експертом. Об'єкти впорядковуються у відповідності з ве-

личинами ∑
=

=
n

i
ijj rr

1

, mj ,1=  (сума рангів кожного об'єкта по всіх 

експертизах; вважаємо, що експерти мають рівну компетентність) – 
на перше місце ставиться об'єкт з мінімальним jr  і т.д. Колективне 

ранжування може бути нестрогим (ми розглядаємо випадок строгих 
індивідуальних ранжувань). 
Степінь узгодженості думок експертів визначається за допомо-

гою "коефіцієнта конкордації" W , що визначається нижче. Розгля-
немо два крайніх випадки: 

♦ ранжування всіх експертів співпадають; 
♦ усі ранжування відмінні (вважаємо, що mn < !).  
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Оскільки )1(5.0
1 11 11

+⋅=== ∑∑∑∑∑
= == ==

mnmrrr
n

i

m

j
ij

m

j

n

i
ij

m

j
j  (експерти за-

дають ранги від 1 до m), то "середній ранг" 

)1(5.01
1

+⋅== ∑
=

mnrmr
m

j
jc  і за узгодженість експертів приймають 

суму квадратів відхилень jr  від середнього значення cr .  

Коефіцієнтом конкордації W  для випадку строгих індивідуаль-
них ранжувань називається величина:  

( )mmnmnrW
m

j
j −







 +−= ∑
=

32

1

2

)1(
2
1

12 . 

У випадку нестрогих індивідуальних ранжувань (Експертиза  5) 
об'єктам, які "ділять" місця, приписуються рівні ранги (так, якщо два 
об'єкти ділять місця 2–3, то кожен з них отримує ранг 2.5). 
Коефіцієнт конкордації для нестрогого ранжування: 

( ) ( )










−−−







 +−= ∑∑∑
= ==

n

i

k

j
ijij

m

j
j

i

ttnmmnmnrW
1 1

332

1

2

)1(
2
1

12 , 

де ik  – число груп рівних рангів, введених i - м експертом; ijt  – кі-

лькість об'єктів у j - й групі, введеної i - м експертом. 
Статистичну значимість ранжування перевіряють наступним чи-

ном. Вибирається допустима ймовірність похибки p ; вважається, 

що величина Wmn )1( −  має 2χ  – розподіл з )1( −m  – м степенем 

свободи. За таблицею розподілу 2χ  знаходиться pW  і, якщо 

pWW ≥ , то отримане ранжування вважається статистично значимим 

(тобто значимим є узгодженість думок експертів). Якщо експерти не 

рівнокомпетентні, iα  – вага i -го експерта, то ∑
=

=
n

i
ijij rr

1

α , інші фор-

мули залишаються без змін (оскільки 1
1

=∑
=

n

i
iα ). 

Експертиза  6 визначається для задачі знаходження колектив-
ного ранжування за нестрогими індивідуальними ранжуваннями за 
допомогою попарних порівнянь об'єктів. 
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Множина Ω  така ж, як і в 5E ; експерти ізольовані, обернений 

зв'язок відсутній, Ω~  – множина всіх матриць ( )ijaA = , де { }1,0∈ija , 

1=+ jiij aa  ( ji ≠ ), 0=iia , mji ,1, = . Кожен експерт робить 2
mC  по-

рівнянь, порівнюючи кожен об'єкт з кожним. Результат порівнянь i -

го експерта представляється матрицею iA  розмірності mm× , у якій 

1=i
jka  тоді й лише тоді, коли для i -го експерта об'єкт j  переважає 

об'єкт k . Для будь-якої пари об'єктів або перший переважає друго-
го, або навпаки; 0=jja  за визначенням. 

Матриця iA , що задається i - м експертом ( mi ,1= ), є матрицею 
деякого бінарного відношення, котре називається відношенням пе-
реваги i - го експерта. Очевидно, що бінарне відношення, що зада-

ється матрицею iA  є повним, антирефлексивним, антисиметричним 
і, взагалі кажучи, не є ациклічним. 
Визначення 2.1. Відношення переваги з матрицею A  може бути 

виражене рангами, якщо всі об'єкти, упорядковані так, що 1=jka  

тоді й лише тоді, коли ранг j -го об'єкта менший за ранг k . 
Теорема 2.1. Необхідною й достатньою умовою того, що перева-

га виражається рангами, є ациклічність цього відношення. 
Теорема 2.2. Властивості відношень переваги iA  приводять до 

еквівалентності умов ациклічності та наявності циклів довжини 3. 
Відображення ϕ  в Е6 визначається наступним чином. Будується 

матриця ( ) ∑
=

==
n

i

i
jk AaA

1

, де ( )i
jk

i aA =  – матриця оцінок i -го експерта. 

Знаходяться величини ∑
=

=
m

k
jkj aa

1

, mj ,1= . Об'єкт з максимальним ja  

отримує ранг 1 (він переважає максимальну кількість інших об'єктів) і 
т.д. 
Коефіцієнтом сумісності думок експертів називається величина: 





−−
−−

=
,парнеякщо),4(241

,непарнеякщо),(241
3

3

тmmd

тmmd
υ  

де d  – число циклів довжини 3 у матриці A . Величину υ  для матриці 
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iA  можна використовувати у якості оцінки компетентності i -го експер-
та. 

Алгебраїчний метод.  
Для визначення колективної числової оцінки алгебраїчним мето-

дом використовується експертиза  7: 1~
E=Ω=Ω , експерти ізольо-

вані, обернений зв'язок відсутній. Відстань d  між числовими оцін-
ками a  і b  визначається як babad −=),( . У якості колективної оці-

нки a  приймаються, наприклад, оцінки: 

♦ ( )i

n

i
i

Ea

aadArga ,min
11
∑

=∈
∈ α  (утилітарний критерій), 

♦ ( )ii
niEa

aadArga ,maxmin
,11

α
=∈

∈  (егалітарний критерій). 

Для визначення колективного ранжування алгебраїчним методом 

експерти задають матриці ( )i
jk

i aA = , у яких 1=i
jka  тоді й лише тоді, 

коли об'єкт i  передує об'єкту k ; якщо об'єкти j  і k  рівноцінні або 

kj = , 0=jka ; якщо 1=jka  ( kj ≠ ), то 1−=kja . 

Ранжування A  і відповідну йому матрицю A  будемо позначати 
одним символом. 
Визначення 2.2. Ранжування C  знаходиться між ранжуваннями 

A  і B , якщо для mji ,1, =∀  ijijij bca ≤≤  або ijijij bca ≥≥ . 

Відстань між ранжуваннями вводиться аксіоматично: 
А1. ( ) 0, ≥BAd , причому ( ) BABAd =⇔= 0, ; 

А2. ( ) ( )ABdBAd ,, =  (симетричність); 

А3. ( ) ( ) ( )CAdCBdBAd ,,, ≥+ , причому рівність досягається тоді 

й лише тоді, коли ранжування B  знаходиться між ранжуваннями A  
і C  (аксіома трикутника); 

А4. При однакових перестановках об'єктів у ранжуваннях A  і B  
відстань між отриманими ранжуваннями ( ) ( )BAdBAd ,, =′′  (інваріа-
нтність відносно позначень); 

А5. Якщо двоє ранжувань відрізняються одне від одного лише на 
частині об'єктів, то відстань між початковими ранжуваннями дорів-
нює відстані між ранжуваннями лише цих об'єктів; 

А6. Мінімальна додатня відстань між ранжуваннями дорівнює 1. 
Теорема 2.3. Аксіоми А1–А6 однозначно визначають відстань 
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(відстань Хемінга) ( )BAd ,  при будь-якій довжині ранжувань 2≥m , 

а формула: ( ) ∑
=

−⋅=
m

ji
ijij baBAd

1,

5.0, , визначає єдину відстань 

( )BAd , , що задовольняє аксіомам А1–А6. 

Експертиза  8: =Ω=Ω ~
{матриці iA , елементи яких визначені 

вище}, експерти ізольовані, обернений зв'язок відсутній. У якості 
відстані береться відстань Хемінга, колективне ранжування визнача-
ється критеріями: 

♦ ( )i
n

i
i

AA

KS AAdArgA ,min
1

~ ∑
=∈

∈ α  (медіана Кемені–Снелла); 

♦ ( )i
i

miAA

VG AAdArgA ,maxmin
,1

~ α
=∈

∈  (компроміс); 

♦ ( )i
n

i
i

AA

SZ AAdArgA ,min 2

1
~ ∑

=∈
∈ α  (середнє значення). 

Вище A
~

 – множина матриць mm×  з елементами { }0,1,1−+∈ija , 

що відповідають ранжуванням (тобто матриці ациклічні). Як видно – 
критерій 1 відповідає принципу утилітаризма, критерій 2 – егалітари-
зма. 

Приклад . Нехай 3== mn , >=<= cbaAA ,,21 , >=< cabA ,,3  
(позначення >< cba ,,  означає: cba ff ). Випишемо відповідні ма-
триці: 

















−−
−==

011

101

110
21 AA , 

















−−

−
=

011

101

110
3A . 

Потрібно знайти медіани 1, 2 на множині матриць, що відповіда-
ють ранжуванням: >=< cbaA ,,1 , >=< bcaA ,,2 , >=< cabA ,,3 . 

>=< acbA ,,4 , >=< bacA ,,5 , >=< abcA ,,6 . Виписуємо відповідні 

матриці: BAA ==1 , CA =3 , 

















−
−−=
011

101

110

2A ,
















−

−−
=

011

101

110

4A ,
















−−
−

=
011

101

110

5A , 
















−
−−

=
011

101

110

6A . 

Знаходимо: 
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( ) ( ) 0,, 2
1

1
1 == AAdAAd , ( ) 2, 3

1 =AAd ; 

( ) ( ) 2,, 2
2

1
2 == AAdAAd , ( ) 4, 3

2 =AAd ; 

( ) ( ) 2,, 2
3

1
3 == AAdAAd , ( ) 0, 3

3 =AAd ; 

( ) ( ) 4,, 2
4

1
4 == AAdAAd , ( ) 2, 3

4 =AAd ; 

( ) ( ) 4,, 2
5

1
5 == AAdAAd , ( ) 6, 3

5 =AAd ; 

( ) ( ) 6,, 2
6

1
6 == AAdAAd , ( ) 4, 3

6 =AAd . 

Таким чином, { }31, AAAAA SZVGKS ===  (цього слід було очікува-
ти, оскільки ранжування двох експертів співпали, ранжування тре-
тього відрізняються від їх ранжувань лише однією перестановкою). 

Нехай, 1
1 AA = , 4

2 AA = , 6
3 AA = . Тоді { }43,AAAKS = , { }3AAVG = , 

{ }3AASZ = . 
Методи шкалювання.  
У методах шкалювання експерти оцінюють попарні відмінності 

між об'єктами, вказують відповідні числа. Задача полягає у співстав-

ленні кожному об'єкту точки простору rE , 1≥r , а всій системі, що 

складається з m  об'єктів, m  точок у rE  так, щоб відстані у rE  між 
точками були достатньо близькими до вказаних експертами чисел. 
Таким чином, розв'язок задачі оцінювання у цьому випадку є векто-
ром довжини rm⋅ . 

Експертиза  9 (одновимірне шкалювання): mE=Ω , =Ω~ {не-
строгі ранжування}, експерти ізольовані, оберненого зв'язку немає. 
Для побудови ϕ  необхідно зробити такі операції: 

♦ Обчислюється матриця ∑
=

=
n

i

i nAP
1

/ , де iA  – матриця, що від-

повідає ранжуванню, даному i - м експертом. Елементи jkp  матриці 

P  – ймовірності переваги j -го об'єкта над k -м. 

♦ За заданими ijz  обчислюються величини jkp  за формулами: 

( )
2

21 2
jkz t

jkp e dtπ
−

− ∞

= ∫  за таблицями нормального розподілу. 

♦ Формується матиця ( )jkzZ = , знаходяться величини 
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∑
=

=
m

k
jkj zz

1

. Оцінкою об'єкта jA  є середнє mzz jj /= , mj ,1= . 

♦ Визначаються величини jp  за формулою: 

( )
2

2( ) 1 2
jz t

j jp G z e dtπ
−

−∞

= = ∫   (2.1) 

Нормалізовані величини ∑
=

=
m

j
jjj ppp

1

*  називаються показника-

ми відносної важливості об'єктів. 
♦ Здійснюється перевірка на несуперечність. Для цього за фор-

мулою (2.1) знаходяться )( kjjk zzGp −=  і обчислюються величини 

jkjkjk pp −=∆ . Визначається середнє відхилення 

)1(/
1,

−∆=∆ ∑
<

=
mm

m

kj
kj

jkjk , достатня малість якого свідчить про несупе-

речність ранжувань експертів. 
Задача багатовимірного метричного шкалювання полягає у насту-

пному. Задається симетрична матриця відмінностей ( )jkDD =  між m  

об'єктами mAA ,...,1  на основі агрегування думок n  експертів (напри-
клад, так, як у попередній експертизі). Необхідно знайти координати 

m  точок rj Ea ∈ , що відповідають об'єктам, так, щоб матриця 
( )jkxX =  відстаней між цими точками була близькою до матриці по-

чаткових відмінностей D  за певним критерієм. Якщо значення кри-
терію обертається у нуль, то говорять, що задача має точний розв'я-
зок. 
В основі Експертизи  10 лежить метод простої ординації, який 

полягає у наступному. 

Розглянемо спосіб побудови точок mm Eaa ∈,...,1 , що відповіда-
ють об'єктам mAA ,...,1 . У якості 1A  і 2A  виберемо об'єкти, відстань 

jkD  між якими в агрегованій матриці D  максимальна. Тоді 01
1 =a , 

jkDa =2
1 ; 021 == jj aa , mj ,2= . Побудовані точки належать півпрос-

тору 1E , утвореного першою віссю mE . 
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Нехай rE  – r - вимірний півпростір, що утворюється осями з но-

мерами r,...,1 , у якому вже знайдено точки 11,..., +raa . У цих точок в 
mE  усі координати, починаючи з ( )1+r - ї, дорівнюють нулю. Прое-

кції інших точок mr aa ,...,2+  в rE  знаходяться із заданих відстаней 

jkD  між об'єктами j  і k , mkj ,1, = . Нехай координати проекції то-

чки la , 1+> rl , в rE - це l
r

l aa ,...,1 , lh  – відстань між точкою la  й 

підпростором rE . Маємо: ( )∑
=

−+=
r

s

l
s

j
sljl aahD

1

222 , 

 ⇒+= 1,1 rj ( )∑
=

−−=
r

s

l
s

j
sjll aaDh

1

222 , 1,1 += rj . (2.2) 

Ліва частина останньої рівності не залежить від ja . Прирівнюю-
чи праві частини при j  і 1+j , отримаємо систему r  рівнянь відно-

сно r  невідомих l
r

l aa ,...,1 : 

( ) ( )∑∑
=

+
+

=
−−=−−

r

s

l
s

j
slj

r

s

l
s

j
sjl aaDaaD

1

212
,1

1

22 , rj ,1= . 

Розв'язавши цю систему при mrl ,2+= , отримаємо проекцію точки 
la  в rE . З рівності (2.2) знайдемо lh  для mrl ,2+=  й покладемо 

l
l
r ha =+1 . 

Виберемо об'єкт jA , для якого l
mrl

j hh
,2

max
+=

= . Зіставимо йому у 

просторі mE  точку ( )0,...,0,,,...,1 j
j
r

jj haaa = . Перенумеруємо об'єкти 

mr AA ,...,2+  так, щоб вибраний об'єкт мав номер 2+r . Таким чином, 

отримали координати точки 2+ra  й проекції точок mr aa ,...,3+  у про-

стір 1+rE . Критерій завершення процесу вибирається наступним чи-

ном: ss~1−=α , де ( )∑ ∑
<

=

+

=
−=

m

kj
kj

r

s

k
s

j
s aas

1,

1

1

2~ , ∑
<

=
=

m

kj
kj

jkDs
1,

2 . Якщо α  менше 

вибраного 0>ε , обчислення координат точок припиняємо і образа-

ми об'єктів mAA ,...,1  вважаються проекції точок maa ,...,1  в rE . 
В основі Експертизи  11 (метод "трійок") лежать наступні тео-
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ретичні побудови. Розглянемо трикутник зі сторонами ijD , ikD , jkD  

(Рис 2.1). За теоремою косинусів: 

( ) 2/cos 222
jkikijikij DDDDD −+=Θ . 

Побудуємо матриці iB , mi ,1= , з елементами: 

( ) 2/222
jkikij

i
jk DDDb −+= . Наступні властивості матриць iB  визначають 

існування точного розв'язку задачі метричного шкалювання і мінімаль-
ну розмірність простору rE , при якому точний розв'язок існує. 

Теорема 2.4. У випадку додатної на-

піввизначеності матриць iB , mi ,1=  

(тобто 0),( ≥xxBi  для x∀ ) задача метри-
чного шкалювання має точний розв'язок. 
Мінімальна розмірність простору rE , 

i
i

r ρmin= , де iρ  – ранг матриці iB , 

mi ,1= . За образи об'єктів sA , ms ,1= , 

is ≠ , у просторі rE  можна взяти точки 

( )s
r

ss aaa ,...,1= , ms ,1= , такі, що 
Ti XXB = , ( )pqxX = , де p

qpq ax = , 

mp ,1= , ip ≠ , rq ,1= , 0=l
ia , rl ,1= . 

В розглянутих випадках відображення ϕ  є лінійним. У загальному 

випадку неможлива побудова точок ja , mj ,1= , у просторі достатньо 

малої розмірності rE  із збереженням бажаної точності. Тому використо-
вуються нелінійні методи, що базуються на інтерполяційних процедурах. 
В основі Експертизи  12 ("нелінійне багатовимірне шкалюван-

ня") лежить наступна процедура. Упорядкувавши за зростанням 2m  
елементів матриці відмінностей D , отримаємо лінійний порядок 

( )Ar . Відобразимо об'єкти jA  у простір rE , лінійний порядок по 

зростанню елементів матриці X  відстаней між точками ja , mj ,1= , 

позначимо через ( )ar . 
Виконуємо операції: 
1. Будуємо ранжування ( )Ar  і нормалізуємо елементи матриці D  

ja
 

ka
 ia

 

Θ
 

ijD

 

ikD    

Рис. 2.1
  

jkD
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так, щоб мінімальний дорівнював нулю, максимальний – одиниці. 
Отриману матрицю позначимо через D

~
. 

2. Точки ja , mj ,1= , знаходимо як вершини правильного 
)1( −m - вимірного симплекса, центр котрого знаходиться у початку 

координат, ребра мають довжину 1. Координати вершин симплекса 

обчислюються за формулами: [ ]2 1 cos 2 ( 1) / /j
qa q j m mπ− = − , 

[ ] mnjqa j
q //)1(2sin2 π−= , де ]2/)1[(,1 −= mq  ( ][x  – ціла частина x ). 

Для парного m  проекція на )1( −m - у вісь: ( ) ma jj
m 2/1 1

1
−

− −= . 

3. Будуємо ранжування ( )ar . Якщо ( ) ( )Arar = , то обчислення 
закінчується. Інакше нормуємо матрицю X  відстаней між точками 

ja , mj ,1=  (аналогічно матриці D , крок 1), отримуючи X
~

. 

4. Знаходимо нові значення координат точок ja , mj ,1= , за фор-

мулами: j
k

j
k

j
k aaa ∆+= , 1,1 −= mj , де ∑

≠
+=∆

ji

k
ji

k
ji

j
k RPa , 

( )( )
ji

j
k

i
kjijik

ji x

aaxD
P

−−
=

~~α
, 

( )( )
ji

k
j

k
ijik

ji D

aaDD
R

−−
=

~β
, 2

1,

~
mDD

m

ij
ji∑

=
= ; 0.2α= , 

0.05β = . 

5. Покладемо jj aa = , mj ,1= , будуємо ранжування ( )ar  і пере-
ходимо на крок 1. 

Методи побудови кардинальних оцінок. 
В практичних задачах дуже часто важливо не лише вказати факт 

переваги одного об’єкта над іншим (або побудувати ранжування), 
але й оцінити степінь цієї переваги. 
Нехай ранжуванню об’єктів mooo fff ...21  відповідає  вектор 

числових оцінок ),...,( 1 mβββ = . 
Розглянемо основні методи визначення оцінок. 
Метод фон Неймана-Моргенштерна (еспертиза  13). Нехай 
2=m . Маємо ранжування 21 oo f  і об’єкту 2o  приписується оцінка 
12 =β . Експерт вибирає таке значення величини 10 , ≤< γγ , при яко-

му, на його думку, 21 βγβ = . З останього співвідношення маємо 
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γβ 1
1 = . 

Якщо 3=m , то 13 =β  і експерт визначає значення 21,γγ  з умов 

322311  , ββγββγ == , звідки 
2

2
1

1
1,1

γβγβ == . Після цього експерт 

повинен визначити 3γ  з умови 213 ββγ = . Оцінки об’єктів вважають-

ся узгодженими, якщо 
2

1
3 γ

γγ = , інакше експерт переглядає почат-

кові значення 21,γγ . 
В загальному випадку при m  об’єктах число перевірок дорівнює 

.2
)2)(1(2...21 −−=−+++ mmm  Загальне число оцінок, які повинен 

встановити експерт, складається з 1−m  початкових оцінок і 

2
)2)(1( −− mm  вторинних оцінок, всього 2

2
)1(

mCmm =− . 

Отримані в результаті оцінки mβββ ,...,, 21  є абсолютними. Для 
отримання відносних оцінок потрібно обчислити значення 

∑
=

= m

j
j

i
ig

1

β

β . Для підвищення «об’єктивності» процедури її мож-

на легко узагальнити на випадок n експертів (використавши, напри-
клад, алгоритм, описаний в п.п.1,2). 
В експертизі  14 (метод Гергомена-Акофа) експерт будує ран-

жування (нехай це буде : mooo fff ...21 ).  
Об’єкту mo  приписується оцінка 1=mβ , останнім об’єктам екс-

перт виставляє оцінки, порівнюючи їх з об’єктом mo . Значення усіх 
оцінок повинно монотонно спадати з ростом порядкових номерів 
об’єктів. 
Далі об’єкт 1o  послідовно порівнюється з «сумою» об’єктів 

32122 ,...,...,... oooooo nn +++++ −   до тих пір, поки 1o  не стане еквіва-
лентним або кращим за відповідну «суму», тобто експерт вважає, що 

3 ,
2

1 ≥≥∑
=

s
s

i
iββ . Після цього експерт порівнює 2o  з «сумами» 

,,
3

mlo
l

i
i ≤∑

=

 і т.д. В знайдені нерівності підставляються оцінки 
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об’єктів і якщо нерівності справедливі, то призначені експертом 
оцінки і є шуканими. Інакше оцінки коректуються. 
В цьому методі кількість початкових оцінок дорівнює  2

mC , але 
самі порівняння для експертів є більш складними, оскільки кожен 
раз один об’єкт порівнюється з декількома.  

 
Контрольні завдання до  §2 

 
1. На основі коефіцієнтів компетентності з п.7 контрольних за-

вдань до §1 спрогнозувати результат вибраного футбольного матчу 
(прогноз погоди на певну дату) на основі колективної оцінки. Порів-
няти прогнози для різної кількості експертів: n=2, 3, 5, 10. 

2. Для вибраних експертів визначити (іншими експертами) ко-
лективні оцінки  їх «оптимістичності», «реалістичності», «песиміс-
тичності». Врахувати отримані оцінки в прогнозуванні з п. 1. Порів-
няти степінь достовірності прогнозів. 

3. Провести експертизу серед студентів групи на визначення 
колективного ранжуввання “смертних гріхів”: гнів, гординя, черево-
запопадливість, зневіра (“уныние”), заздрість, сріблолюбство, блуд. 
Порівняйте індивідуальні ранжування з “канонічним православним” 
(його знають автори посібника). Побудувати колективне ранжування 
за допомогою методів, описаних вище в §2. Результати порівняти. 

4. В кінці ХХ ст. в Сіетлі (США) зібрались представники різ-
них релігійних концесій і визначили ранжування (спосіб визначення 
авторам невідомий) на “множині якостей homo sapiens”, що будуть 
визначальними для ХХІ ст., - законослухняність, чесність, грома-
дянськість, релігійність, порядність, цивілізованість. Проведіть екс-
пертизу, побудуйте колективне ранжуванння, порівняйте з “каноні-
чним” (його знають автори посібника). 

5. У Франції було проведено опитування серед представниць 
“кращої половини людства” та визначено колективне ранжування 
якостей представників “гіршої половини людства”. Якості такі – зо-
внішні дані, доброта, матеріальне забезпечення, інтелект, чоловічі 
якості (надійність, сміливість і т.п.), іронічність. Проведіть експер-
тизу серед студенток групи та визначте колективне ранжування, по-
рівняйте його з “канонічним” (його знають автори). Цікаво відміти-
ти, що результати експертизи, що її проводив один з авторів на про-
тязі ряду років серед різних вікових груп українок ні разу  не співпав 



 94 

(навіть у індивідуальних пріоритетах) з колективним ранжуванням 
француженок. 

6. Кожен будує індивідуальне ранжування на множині міст 
(Москва, Париж, Нью-Йорк, Рим, Лондон, Токіо, Сідней) та метода-
ми фон Неймана-Моргенштерна і Гермогена-Акофа оцінює степінь 
переваги в бажанні відвідати ці міста. 

7. Одним з методів шкалювання провести експертизу для про-
блеми, описаної в п.6. 

 
§3. Методи голосування 

 
Більшість суспільних рішень приймається на основі голосування. 

Голосуванням вибираються президенти, народні депутати, голосу-
ванням приймаються рішення у Верховній Раді, на засіданнях Вче-
них рад університету і факультетів, на засіданнях кафедр, при при-

йнятті рішень Державною екзаме-
наційною комісією, у студентсь-
ких колективах, у сім'ї (яку телеві-
зійну програму дивитись) і т.п. 
Хоча практика голосування нара-
ховує тисячі років, фактичне його 
вивчення почалося близько двох-
сот років тому у працях французів 
Борда (Жан Шарль де Борд [1733–

1799], фізик, математик, політик, член Французької Академії наук) 
та Кондорсе (Жан Антуан Ніколя де Кондорсе, [1745–1794], філо-
соф, математик член Французької АН, у 1776–1792 рр. був член-
коресподентом Петербурзької Академії наук, у 1792 р. виключений 
за велінням Катерини ІІ за жирондистські погляди, закінчив життя 
на гільйотині). 
Розглянемо найбільш уживані на практиці методи голосування. Не-

хай { }nN ,1=  – множина "виборців", { } { }maaacbaA ,...,,,...,, 21==  – мно-
жина "кандидатів". Кожен виборець задає "індивідуальну перевагу" на 
множині кандидатів у вигляді строгого ранжування, тобто задає ліній-
ний порядок )(AL  (повне, транзитивне, асиметричне бінарне відно-
шення). Система всіх індивідуальних переваг називається профілем. 
Розглянемо профіль, що задається Табл. 3.1 (далі будемо писати "про-
філь Табл. 3.1"). Цей профіль містить інформацію про те, що 5 перших 

Таблиця 3.1. 
Кількість голосів 5 3 5 4 

a a b c 

d d c d 

c b d b 

Впорядкування 
кандидатів 

b c a a 
 



 95 

виборців на перше місце поставили кандидата a , на друге – d , на тре-
тє – c , на четверте (останнє) –b . Аналогічно, наступні 3 виборці роз-
ташували кандидатів у послідовності – a , d , b , c  і т.д. Отже, маємо    
n = 17   і   m = 4. 

Правило (метод) відносної більшості. На перше місце 8 вибор-
ців поставили кандидата a  ( 8=an ), 5 виборців – b  ( 5=bn ) і 4 ви-

борці – c  ( 4=cn ), 0=dn . Перемагає той кандидат, за якого прого-
лосувала більшість виборців (у даному випадку – a , випадок рівно-
сті голосів поки що не розглядаємо). Цей метод поважає волю біль-
шості у тому сенсі, що якщо за певного кандидата проголосувала 
абсолютна більшість (тобто більше половини виборців (часто гово-
рять – "50%+1"), то він і перемагає). 

Правило відносної більшості з вибуванням ("відносна більшість 
у два тури", "абсолютна більшість"). За подібним правилом відбува-
ються вибори президента України. Якщо деякий кандидат набрав бі-
льше половини голосів, то він – переможець. Інакше у другий тур 
проходять два кандидати, що набрали відносну більшість голосів (то-
му – "відносна у два тури"). Для нашого профілю у другий тур прохо-
дять кандидати a  і b . Після "відсіювання" інших кандидатів (тому – 
"відносна більшість з вибуванням"), маємо таблицю 3.2 (переваги ви-
борців після першого туру не змінюються). 

У другому турі 8=an , 9=bn , тобто перемагає 
кандидат b  (перемагає "абсолютно", набираючи 
більше половини голосів, тому метод і називається 
методом "абсолютної більшості"). Зауважимо, що ви-
падок рівності голосів ми поки що виключаємо. Не 

розглядається і випадок "голосування" проти обох, як при виборах 
президента України. 

Правило Борда ("підрахунку очок"). У цьому правилі за остан-
нє місце кандидата йому нараховується 0 балів (очок), за передос-
таннє – 1, ..., за перше – (m-1).  

Розглянемо профіль (Табл. 3.3). Ма-
ємо: 24=an , 22=bn , 27=cn , 29=dn . 
Перемагає кандидат, що набрав найбі-
льшу кількість балів, у нашому випадку 
– це кандидат d .  
Зауважимо, що за подібним методом 

Табл. 3.2. 
5 3 5 4 
a a b b 
b b a a 

Табл. 3.3.  
5 3 5 4 S 
a a b c 3 
d d c d 2 
c b d b 1 
b c a a 0 
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часто визначаються переможці у спортивних змаганнях (напри-
клад, у багатоборстві враховують кількість перших, других місць і 
т.д.). 

Правило Кондорсе. За Кондорсе переможцем оголошується той 
кандидат, що "перемагає" всіх інших у попарних порівняннях. Так, у 
попередньому профілі: 8 виборців поставило кандидата a вище за b, 
9 виборців поставило a нижче за b (позначимо це 9:8: =ba ). Маємо 

9:8: =cb , 8:9: =dc , 9:8: =ca , 12:5: =db , 9:8: =da . Єдиний 
кандидат, який "перемагає" всіх інших – це кандидат c. 
Зауважимо, що правило Кондорсе видається вельми логічним – пе-

реможець перемагає всіх інших у єдиноборствах. Шахіст, що переміг 
усіх інших претендентів у мікроматчах (скажімо, з двох партій) – безу-
мовно найкращий. Та й при формуванні індивідуальної переваги вибо-
рець попарно порівнює (свідомо чи підсвідомо) кандидатів. Але у чи-
тача вже, мабуть, виникло запитання. А як бути, якщо кожен з кандида-
тів когось перемагає, а комусь програє? У цьому випадку за визначен-
ням переможця за Кондорсе (переможця Кондорсе) не існує. Це один з 
так званих "парадоксів голосування". Найпростіший випадок маємо 
при n = m = 3: для першого виборця a кращий за b і c, b кращий за c 
(позначимо це cba ff ); для другого acb ff ; для третього 

bac ff . Цей профіль називається "Циклом Кондорсе". Маємо – 
1:2: =ba , 2:1: =ca , 1:2: =cb  ( у кожного по одному виграшу і по 

одному програшу). 
Повернемось до правил голосування. Наведені вище правила (чи поді-

бні до них) застосовуються у житті, всі є досить логічними, кожне з них 
має свої "переваги". Але їх застосування до одного і того ж профілю (Табл. 
3.1) дає абсолютно різні результати! Це другий "парадокс голосування". 
Який висновок можна зробити? Не все так просто, як може здатись 

на перший погляд, правила голосування потрібно вивчати. Причому, 
можна робити це двома шляхами. Перший – придумувати "хороші" 
("логічні", "розумні" і т.д.) правила голосування (і сприймати результат 
як даність), другий – задавати "розумні" ("логічні", "хороші") умови на 
результат і підбирати" правила, які приводять до цього результату (на-
приклад, "результат виборів повинен бути таким, щоб не було ображе-
них"). 
Спочатку розглянемо знаменитий "парадокс Ерроу" (Р. Ерроу, 

американський математик, економіст, лауреат Нобелівської премії), 
з якого власне і почалась сучасна теорія голосування. 
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Розглянемо більш загальну задачу. Нехай на основі індивідуальних 
преваг необхідно знайти не лише "колективного" ("спільного") перемож-
ця, а й "колективний порядок". Причому, нехай, як і раніше індивідуаль-
ні переваги будуть строгими (кандидати в індивідуальних перевагах не 
повинні "ділити" місця), колективний же порядок може бути і нестрогим 
(єдиним розумним компромісом при рівноправності виборців і кандида-
тів у випадку переваг a > b (одного виборця) і b > a (в іншого), звичайно, 
буде a = b (a і b "ділять" місце)). Найпростіший метод побудови колекти-
вного порядку за даним правилом голосування є наступний – перемо-
жець виключається з профілю, для отриманого профілю знову знахо-
диться переможець, який займає друге місце у колективній перевазі, і т.д.  

Так, для профілю Табл. 3.1, після виключення перемож-
ця a для правила відносної більшості маємо профіль 
Табл. 3.4. Для цього профілю переможцем буде канди-
дат d, після його виключення маємо профіль Табл. 3.5, 
для якого переможцем буде c. Отже, правило відносної 
більшості дає колективну перевагу bcda fff . 
Аналогічно, правило абсолютної більшості дає колек-

тивну перевагу adcb fff  (зверніть увагу, ця перевага "по-
вністю протилежна" попередній). 
Правило Борда дає: bacd fff , Кондорсе: 

abdc fff . 
Отже, "достатньо розумні" правила побудови колективного по-

рядку приводять до різних результатів (аж до протилежних). 
Підемо іншим шляхом. Задамо "розумні апріорні" вимоги до ко-

лективного ранжування у вигляді аксіом. 
Аксіома А1 (повнота). Для будь-яких кандидатів a і b колектив-

ний порядок встановлює, що або baf , або ba = , або ba p  (скоро-
чено – ∀ Aba ∈, : ( ) ( ) ( )bababa pf ∨=∨ ). 

Аксіома А2 (транзитивність): ( ) ( ) cacbba ≥⇒≥∧≥ . 
Аксіома А3 (одностайність): якщо для всіх виборців ba ≥ , то й у 

колективному порядку також ba ≥  ( Ni ∈∀ : baba
ki

≥⇒≥ ). 
Цю аксіому можна назвати і "паретовість" і "ефективність". 
Аксіома А4 (незалежність). Розташування будь-яких двох канди-

датів a і b у колективному порядку залежить лише від їх взаємного 
розташування в індивідуальних порядках і не залежить від розташу-
вання інших кандидатів. 

Табл. 3.4. 
5 3 5 4 
d d b c 
c b c d 
b c d b 

Табл. 3.5. 
5 3 5 4 
c b b c 
b c c b 
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Відмова від першої аксіоми може привести до ситуації – "вибори 
не відбулися", відмова від транзитивності теж виглядає досить див-
ною, порушення аксіоми одностайності однозначно свідчить про "фа-
льсифікацію" виборів, відмова від аксіоми незалежності приводить до 
можливості маніпулювання шляхом зняття чи введення кандидатів 
(положення кандидатів a і b у колективному порядку, наприклад, 

ba
k

f , не повинно залежати від індивідуальної переваги у вигляді 
bca ff , чи cba ff , чи bac ff , чи взагалі у відсутності кандида-

та c). 
Теорема 3.1 ("Парадокс Ерроу", 1951 р.). Єдиним колективним 

порядком, що задовольняє аксіомам А1–А4, є "диктаторський", тоб-
то існує виборець Nk ∈  такий, що колективний порядок співпадає з 
його індивідуальним порядком. 
Парадокс Ерроу у свій час вразив науковий світ, згадаймо, якою 

була геополітична карта світу у 1951 р. Можливо він дає пояснення, 
чому наша цивілізація пройшла через диктаторські режими (а у де-
яких країнах ще й зараз існують диктатури). Хоча не все так сумно. 
Якщо a = b, то b = a, тобто теорема Ерроу стверджує не лише те, що 
колективний порядок "задається" індивідуальним порядком "дикта-
тора", але й те, що індивідуальний порядок деякого виборця   ("про-
видця") співпадає з колективним порядком. А у цьому не має нічого 
поганого! З іншого боку, якщо до аксіом А1 – А4 приєднати аксіому 
ВД "відсутності диктатора", то цим аксіомам за теоремою Ерроу від-
повідає "порожній" вибір. Для "непорожності" вибору можна спро-
бувати послабити аксіому ВД. Саме це і реалізує система аксіом Ер-
роу-Гурвиця [18], в якій аксіома ВД заміняється аксіомою ДД "до-
пустимості диктатора" . Переходимо до доведення теореми. 
Визначення 3.1. Будь-яка підмножина M множини виборців N на-

зивається коаліцією. Коаліція M називається K- вирішальною для 
кандидата a проти кандидата b тоді і лише тоді, коли з того, що всі 
члени коаліції M ставлять a вище за b, а всі виборці, що не входять у 

M, ставлять b вище за a, випливає ba
K

> . Цей факт записується як 

M=K(a,b) ⇔ ( NMi ⊆∈∀ : ba
i

> , MNj \∈∀ : ba
j

< ⇒ ba
K

> ). 
Визначення 3.2. Якщо для будь-яких двох кандидатів a і b коаліція 

M є K- вирішальною для a проти b, вона називається просто K- вирі-
шальною. Тобто M=K(a,b), Aba ∈∀ , . Зауважимо, що вся множина N є 
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K – вирішальною (у силу А3). Порожня множина не може бути K- ви-
рішальною для a проти b, ні для яких a і b. Якщо ніхто не ставить a 

вище за b, тобто у всіх b>a, то знову у силу А3 : 
K

ab> , і не може бути 

ba
K

> . 
Лема 3.1. Існує пара кандидатів (a,b), для якої знайдеться коалі-

ція L, що складається з одного виборця { }l  така, що L=K(a,b). 
Доведення. Позначимо через T множину таких коаліцій M, для 

кожної з яких існує пара (a,b) така, що M=K(a,b). Множина T не по-
рожня, оскільки TN ⊆ . Візьмемо у T коаліцію L, що містить най-
меншу кількість виборців. Оскільки ∅≠T , то L має не менше за 
одного виборця ( 1≥L ). Нехай 2≥L . Розіб'ємо L на 2 не порожні 

підмножини, що не перетинаються: одна { }lL =′  з одного елемента, 

інша L ′′  – з усіх останніх. Розглянемо профіль, заданий таблицею 
3.6. 

Оскільки коаліція L – K- вирішальна, то 

ba
K

> . Якщо bc
K

> , то L ′′  є K- вирішальною c 
проти b. Але в L ′′  менше виборців, ніж у мно-
жині L, яка за визначенням мінімальна. Отже c 
не може бути гіршим за b, звідси (у силу аксіо-

ми повноти А1) 
K

cb> . Отже, ba
K

> , 
K

cb>  і за ак-

сіомою транзитивності А2 ca
K

> . Але це означає, що L′  є K- виріша-
льною для a проти c, що суперечить мінімальності L. Лему доведе-
но. 

Лема 3.2. Коаліція { }lL = , існування якої доведено у лемі 3.1, є 
K- вирішальною. 
Доведення. Нехай c – довільний кандидат. Розглянемо профіль 1. 

Оскільки { }l =K(a,b), то ba
K

> . З аксіоми одностайності А3 випливає 
K

cb> , у свою чергу (з аксіоми А2), ca
K

> . З аксіоми незалежності А4 

маємо, що ca
K

>  незалежно від b, звідки { }l =K(a,c). Лему доведено. 
Повернемось до вивчення методів голосування, що широко за-

стосовуються на практиці. 

Табл. 3.6. 

L′  L ′′  N\L 

a c b 
b a a 
c b c 
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По-перше, узагальнимо правило Борда й Кондорсе. Задамо не-
спадаючу послідовність дійсних чисел 110 ... −≤≤≤ msss , 10 −< mss . 

Виборці ранжують кандидатів, причому 0s  балів дається за останнє 

місце, 1s  – за передостаннє і т.д. Вибирається кандидат з максима-
льною сумою балів.  

Тим самим отримуємо 
"узагальнене правило 
Борда" або "метод голо-
сування з підрахуванням 
балів".Правило відносної 
більшості, таким чином, 
є частинним випадком 
методу голосування з 
підрахунком очок (у ньо-
му 0... 210 ==== −msss , 

11 =−ms ). І, звичайно, са-
ме правило Борда є час-

тинним випадком цього методу ( 1,...,1,0 110 −=== − msss m ). 
Цікаво порівняти правила Кондорсе й Борда (узагальнене прави-

ло Борда). У певному сенсі вони є "несумісними" – існують профілі, 
при яких переможець Кондорсе не може бути переможцем Борда ні при 
якій системі балів. 

Розглянемо профіль (Табл. 3.7, Фіш-
берн, 1973 р.). Нехай спочатку 210 sss <<  
(нерівності строгі). Для цього профілю c 
– переможець Кондорсе (переконайтесь у 
цьому). З іншого боку, сума балів канди-
дата a більша за суму c: 

012 33 sssna ++= > 012 223 sssnc ++= .♦ 
Твердження залишається справедливою 

і для випадку неспадаючої послідовності 
балів. Нехай, 210 sss ≤≤ , 02 ss > . В профі-
лі, що задається Табл. 3.8, a – переможець 
Кондорсе ( : 6 : 5, : 6 : 5a b a c= = ), але 

012 344 sssna ++= , 
2 1 05 4 2bn s s s= + + , і 

Профіль 2 

{ }l  N\{ }l  

M

M

M

M

c

a

d

 

M

M

M

M

a

d

c

 

Профіль 1 

{ }l  N\{ }l  

M

M

M

M

c

b

a

 

M

M

M

M

a

c

b

 

Табл 3.7. 
3 2 1 1 S 
c a а b 2s  

a b с c 1s  

b c b a 0s  

Табл. 3.8. 
4 2 2 3 S 
a c b b 2s  

b a a c 1s  

c b c a 0s  
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2 0 0b an n s s− = − > .  

Профіль 3.8 запропоновано студентом факультету кібернетики КНУ 
ім. Т.Шевченка Акулініним С.В. у 2006 р., в [6] "найменший" відо-
мий приклад для цього випадку містить 17 виборців і 3 кандидата.  
Множину кандидатів, котрі можуть бути вибраними при деякому 

методі підрахунку балів, можна легко описати. Для даного профілю і 

даного кандидата a будуємо вектор ( ) 1−∈Γ mEa  наступним чином: 

( )a1Γ  – це число виборців, у яких a має перше місце; ( )a2Γ  – число 
виборців, у яких a має перші два місця і т.д. 
Тоді кандидат a не може бути переможцем ні при якому узагаль-

неному методі Борда, якщо вектор ( )aΓ  домінується за Парето век-

тором ( )bΓ  для деякого іншого кандидата b. Більше того, можна по-
казати, що a є переможцем за правилом підрахунку очок тоді і лише 
тоді, коли вектор ( )aΓ  є слабо оптимальним за Парето (не існує кан-

дидата b, для якого ( ) ( )ab ii Γ>Γ  для 1,1 −= mi ). Якщо система балів 

утворює строгу послідовність ( 110 ... −<<< msss ), то переможець a 
узгоджується з "просто" оптимальністю за Парето. Цікаво також 
відмітити, що переможець (найгірший) за Кондорсе не може бути 
найгіршим (переможцем) за правилом Борда, як не може мати місця 
для правила відносної більшості (див. профіль на Табл. 3.1). Ці твер-
дження випливають з того, що переможець за правилом Борда має у 
середньому найбільше число виборців, що його підтримують у "бі-
нарних дуелях" з іншими кандидатами. 
Найчастіше використовують два наступні правила, що узагаль-

нюють метод Кондорсе. 
Правило Копленда. Позначимо через K(a,x) число виборців, для 

яких кандидат а кращий за х, xa ≠ . Порівняємо кандидата a з будь-
яким іншим кандидатом x. Припишемо K(a, x) = +1, якщо для біль-
шості виборців a кращий за x, інакше K(a, x) = -1; 0 при рівності. 
Оцінка Копленда кандидата a є ∑

≠
=

ax

xaKaK ),()( . Переможцем Коп-

ленда (переможцем за Коплендом) називається кандидат (кандида-
ти) з найвищою оцінкою Копленда. 

Правило Сімпсона. Аналогічно S(a,x) – число виборців, для яких 
кандидат a кращий за x, xa ≠ . Оцінкою Сімпсона кандидата a нази-
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вається число ),(min)( xaSaS
ax≠

= . Переможцем Сімпсона називається 

кандидат (кандидати) з найвищою оцінкою Сімпсона. 
Отже, для того, щоб перемогти за правилом Копленда, вам необ-

хідно виграти у найбільшої кількості інших кандидатів. Для виграшу 
за правилом Сімпсона, необхідно, щоб проти вас ніякий інший кан-
дидат не зібрав значної більшості. Відмітимо також, що правило Ко-
пленда відповідає утилітарному критерію вибору, Сімпсона – егалі-
тарному. Очевидно, що переможець Кондорсе (якщо він існує) буде 
також переможцем й Копленда, й Сімпсона. Очевидно, також, що 
правила Копленда й Сімпсона, на відміну від правила Кондорсе, 
завжди визначають переможця (переможців). 
Розглянемо основні властивості, яким повинні задовольняти пра-

вила голосування. Найперше, звичайно, необхідно вимагати забез-
печення рівноправства виборців і кандидатів, що формально гаран-
туються наступними аксіомами. 

Аксіома А5 (анонімність). Імена виборців не мають значення: 
якщо два виборці поміняються голосами, то результат не зміниться. 

Аксіома А6 (нейтральність). Імена кандидатів не мають значен-
ня: якщо поміняти місцями кандидатів a і b у перевазі кожного ви-
борця, то результат голосування зміниться відповідно (якщо раніше 
вибирався кандидат a, то тепер буде вибиратись кандидат b і навпа-
ки; якщо раніше вибирався деякий кандидат c, відмінний від a і b, то 
тепер він же і буде вибраний). 
Не можна, звичайно, відмовитись і від аксіоми А3 одностайності 

(оптимальності за Парето). Тому узагальнимо її наступним чином:  
Аксіома A3' (ефективність). Якщо кандидат a для всіх виборців 

кращий за кандидата b, то b не може бути вибраним. 
Розглянуті вище правила Борда, Копленда й Сімпсона анонімні, 

нейтральні й оптимальні за Парето. Те ж саме справедливо і для 
будь-якого правила голосування з підрахунком балів, якщо останні 
різні ( 1+< kk ss ), при рівності балів оптимальність за Парето може 
порушуватись. Якщо ж нам необхідно виділити єдиного кандидата 
(при застосуванні правил підрахунку очок, Копленда, Сімпсона), то 
у загальному випадку це неможливо зробити без порушення або ано-
німності або нейтральності. Це стає очевидним, якщо розглянути 

профіль Кондорсе: cba
11

ff , 
22

acb ff , bac
33

ff . Якщо при анонімно-
му, нейтральному і однозначному правилі голосування вибирається, 
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наприклад a, то при перестановці a і b, b і c, c і a (у результаті отри-

маємо профіль: acb
11

ff , 
22

bac ff , cba
33

ff ), з одного боку (за ано-
німністю), переможцем повинен залишитись a, з іншого (за нейтра-
льністю) – переможцем повинен стати c (оскільки ми поміняли "іме-
на" a і c). 
На практиці нас цілком влаштовують відображення голосування 

(такі, як множина переможців за Борда або за Коплендом), для кот-
рих виконуються три вище приведених принципи і котрі "не дуже 
часто" приводять до рівності очок. Якщо необхідний однозначний 
вибір, то ми використовуємо або анонімне правило (вибираємо, ска-
жімо, серед переможців того, за якого голосує "голова журі") або 
нейтральне правило (переможця вибираємо за алфавітом). 
Наступний "критерій" – властивість монотонності. Він говорить 

про те, що більша підтримка кандидата не може зменшити його шан-
си бути вибраним. Ця властивість називається позитивним оберненим 
зв'язком. 

Аксіома А7 (монотонність). Нехай a вибирається при даному про-
філі й профіль змінюється так, що положення a покращується, а відно-
сне порівняння пари будь-яких кандидатів для будь-якого виборця за-
лишається незмінним. Тоді a для нового профілю також буде вибра-
ним. 
Легко зрозуміти, що узагальнене правило Борда, правила Копле-

нда й Сімпсона є монотонними. Правило ж відносної більшості з 
вибуванням, що широко застосовується на практиці, є немонотон-
ним! 

Розглянемо два профілі (Табл. 3.9, 
3.10). Другий профіль відрізняється від 
першого лише останнім стовпчиком, в 
якому положення a у порівнянні з b по-
кращується. Перевірте, що для першого 
профілю переможцем за правилом від-

носної більшості з вибуванням є a, а для другого профілю c. Покра-
щення позиції a приводить до його поразки! Можна уявити гіпотетичну 
ситуацію, в якій перший профіль – "істинний" (відповідає індивідуаль-
ним перевагам виборців), у другому профілі "підкуплені" два виборці 
міняють свою перевагу між a і b. Резюме – голосуйте чесно! 
Не є монотонним і наступне правило.  
Метод альтернативних голосів. Виключаємо тих кандидатів, 

Табл. 3.9.  Табл.3.10. 
6 5 4 2  6 5 4 2 
a c b b  a c b a 
b a c a  b a c b 
c b a c  c b a c 



 104 

хто отримав найменшу кількість голосів. Потім знову підраховуємо 
голоси виборців для кандидатів, що залишились і знову виключаємо 
"найгірших" до тих пір, поки не залишиться один кандидат (або де-
кілька з рівною кількістю голосів). 
Наступна властивість вперше була введена Смітом (1973р.) і Ян-

гом (1974р.) і відома, як аксіома Янга про поповнення.  
Аксіома А8 (поповнення (однозначні правила голосування)). Дві 

групи виборців 1N  і 2N , що не перетинаються, вибирають одного і 
того ж кандидата a з множини A. Тоді виборці з множини 

21 NNN U=  також вибирають a. 
За цією властивістю виборці розбиваються на "територіальні" ді-

льниці або законопроект розглядається у підкомісіях. 
Аксіома А'8 (поповнення (відображення голосування)). Нехай ви-

борці з 1N  вибирають кандидатів 1A , з 2N  – кандидатів 2A , 

∅=21 NN I , 021 ≠AA I . Тоді виборці з 21 NNN U=  виберуть кан-

дидатів з 21 AA I . 
Теорема 3.3 (Янг, 1975р.). Усі правила голосування, що базуються 

на підрахунку балів, задовольняють аксіомі по-
повнення. Якщо при рівності очок вибір відбува-
ється на основі фіксованого порядку на A, то від-
повідні правила також задовольняють аксіомі 
поповнення. Правило Кондорсе (або його уза-
гальнення таке, що вибирається переможець 
Кондорсе, якщо останній існує) не задовольняє 

аксіомі поповнення. 
Аксіома А9 (участь). Нехай кандидат Aa∈  вибирається виборцями 

з N. Нехай до множини виборців добавляється новий виборець i 
( Ni ∉ ). Тоді виборці з { }iN U  повинні вибрати або a, або кандидата, 
який для агента i є строго кращим a.  
Переможця за Кондорсе для наведеного профілю (Табл. 3.11) не 

існує, переможцем за Сімпсоном є кандидат a: S(a)=6, S(b)=4, S(c)=3, 
S(d)=5. Нехай до розглянутого профілю добавляються ще 4 виборця 
з перевагами: dbac fff . Для нового профілю переможцем буде b 
(S(a)=6, S(b)=8, S(c)=7, S(d)=5). Отже, чотирьом новим виборцям 
краще залишитись дома, щоб переміг a! 

Теорема 3.4 (Мулен, 1986р.). Для всіх правил голосування з під-
рахунком очок, коли при рівності очок вибір відбувається з допомо-

Табл. 3.11. 
3 3 5 4 
a a d b 
d d b c 
c b c a 
b c a d 
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гою заданого порядку на A, аксіома участі виконується. Якщо A має 
хоча б 4-х кандидатів, то для правил типу Кондорсе не задовольня-
ється аксіома участі. 
Для формування одного з найбільш відомих результатів теорії 

голосування знадобиться ще одна аксіома. 
Аксіома 10 (неперервність). Нехай виборці з 1N  вибирають 

Aa∈ , з 2N  – Ab∈ , ba ≠ , ∅=21 NN I . Тоді існує (досить велике) 

натуральне число m таке, що 21)( NmN U  вибере a. 

Ця вимога є досить "м'якою": якщо група виборців 2N  є досить 
малою, то вона не повинна впливати на результат виборів, що ви-
значається m "дуелями" групи виборців 1N . Ця аксіома, зокрема, 
гарантує відсутність диктатора. 

Теорема 3.5 (Янг, 1975р.). Відображення голосування базується 
на правилі підрахунку балів тоді й лише тоді, коли задовольняє на-
ступним чотирьом аксіомам: анонімності, нейтральності, поповнен-
ня й неперервності. 
Доведення цієї теореми (що є характеризацією правила підрахун-

ку очок) є вельми складним. 
Не дивлячись на складнощі, що виявлені вище для методів типу 

Кондорсе, вони широко застосовуються на практиці. 
 
Голосування з послідовним виключенням. Задається послідов-

ність кандидатів, наприклад, abcd. Перші два кандидати порівню-
ються і за правилом більшості виключається один з них. Той канди-
дат, що залишився, порівнюється з наступним і т.д. При рівності го-
лосів залишається, наприклад, "лівий" кандидат. 
За таким методом у конгресі США організовується "процес по-

правок" (a – поправка до закону, b – поправка до поправки, c – поча-
ткова редакція, d – status quo). Цей метод, очевидно, є методом типу 

Кондорсе: якщо a – переможець Кондорсе, то 
він і виграє. Очевидно, також, що метод не є 
нейтральним – порядок виключення ("порядок 
денний") впливає на результат. Нехай маємо 
наступний профіль Табл. 3.12. Для послідов-
ності (abcd) переможець буде d, для (abdc) – c, 
(adbc) – b, (bdac) – a. Отже, "голова" (той, хто 
визначає порядок денний) може впливати на 

Табл. 3.12. 
1 2 1 1 
d a d b 
b b c c 
a c a d 
c d b a 
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результат (хоча, звичайно, не для всякого профі-
лю). Цікаво відмітити також, що цей метод може 
порушувати й оптимальність за Парето. Розгляне-
мо далі профіль Табл. 3.13.  Для послідовності 
(abcd) переможцем буде кандидат d, хоча канди-
дат a для всіх виборців кращий за d. Розглянемо 
ще одне правило, що широко використовується 

(особливо у спорті). 
 

Правило паралельного виключення. Для заданої послідовності 
кандидатів, наприклад, abcd, за правилом більшості порівнюється a з b і 
c з d ("півфінал"), потім переможці у парах порівнюються між собою 
("фінал"). Цей метод є методом типу Кондорсе, у випадку відсутності 
рівності при попарних порівняннях він зберігає оптимальність за Паре-
то. Якщо рівності можливі, то оптимальність за Парето може порушу-
ватись. При голосуванні за правилом відносної більшості з вибуван-
ням іноді буває доцільним віддати свій голос не найкращому для себе 
кандидату, а деякому іншому: якщо я знаю, що найкращий для мене 
кандидат a все рівно не пройде, оскільки кандидати b і c гарантовано 
наберуть більше голосів, то я краще допоможу тому кандидату з b, c, 
котрий для мене переважніший (згадайте свої міркування під час ви-
борів у Верховну Раду України 26 березня 2006 р., коли у бюлетенях 
було 45 партій і блоків). Тому природньо виникає питання – чи існує 
"захищене від маніпулювання" правило голосування, тобто таке пра-
вило, що кожен виборець, знаходячись у кабіні для голосування, зав-
жди захоче вказати свій пріоритет правдиво? У випадку бінарного 
вибору (при двох кандидатах – другий і третій тури виборів президе-
нта України 2004 р.) голосування за правилом більшості є, очевидно, 
неманіпульованим. Якщо ж кандидатів не менше трьох, то єдиним 
неманіпульованим правилом голосування є диктаторське правило. 
Цей результат, аналогічний теоремі Ерроу, був доведений Гіббартом 
(1973р.) і Саттертвайтом (1975р.). Зрозуміло, що диктаторське прави-
ло не може бути прийнято, як найбільш несправедливе (для абсолют-
ної більшості людей). Однак для будь-якого недиктаторського прави-
ла голосування існує профіль переваг, при якому деякому агенту вигі-
дно не повідомляти правдиво свої переваги. Таким чином, голосуван-
ня не є механізмом збору інформації про переваги виборців, що за-
слуговує на довіру. Але що ж робити? Як подолати негативний ре-

Табл. 3.13. 
 1 1 1 
b a c 
a d b 
d c a 
 c b d 
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зультат Гіббарта–Саттертвайта? Головною особливістю цієї теореми є 
те, що будь-який профіль переваги є допустимим "входом" для пра-
вил голосування. Якщо можна із змістовних міркувань обмежити об-
ласть переваг, то загроза маніпуляцій, можливо, зникне. Наприклад, 
нехай профіль переваг змінюється в області, у котрій переможець 
Кондорсе завжди існує. Тоді голосування за правилом більшості (що 
вибирає у точності переможця Кондорсе) є захищеним від маніпулю-
вання. 
На завершення даного параграфа сформулюємо теорему Гіббар-

та–Саттертвайта строго. Нехай L(A) – множина лінійних порядків на 
скінченій множині кандидатів A (повних, транзитивних, асиметрич-
них відношень на A). Нехай N – скінчена множина виборців. Думка 
виборця Ni ∈  записується з допомогою функції корисності 

1: EAui → , що відображає порядок на A (байдужості виключають-

ся). Наприклад, )()()( cubuau iii >>  – для i – го виборця кандидат a 
на першому місці, b – на другому і т.д. 

Правило голосування є однозначне відображення AALS N →)(: , 

що ставить кожному профілю ),( Niuu i ∈=  результат виборів S(u). 
Нехай S є відображенням "на": для кожного a існує такий профіль u, 
що S(u)=a (ніякий кандидат не може бути апріорі відкинутим). 
Визначення 3.3. Правило голосування є захищеним від маніпулю-

вання, якщо для будь-якого профілю NALu )(∈  і будь-якого виборця 

Ni ∈  виконується: )),(())(( \iNiii uvSuuSu ≥  для )(ALvi ∈∀ . 
Теорема 3.6 (Гіббарт, 1973р.; Саттертвайт, 1975р.). Якщо A має 

більше двох кандидатів, то правило S є захищеним від маніпулю-

вання тоді і лише тоді, коли воно є диктаторським: 
*iSS=  для де-

якого агента 
*i  – диктатора, де *

*

max)(
i

i uuS =  для всіх NALu )(∈ . 

Як бачить читач, за останні п'ятдесят років стало багато що зрозу-
мілим у теорії голосування, отримано багато цікавих результатів, зок-
рема, виявлено багато "екзотичних" властивостей правил голосуван-
ня, що широко використовуються на практиці. Чому ці правила все 
ще широко використовуються дає нам уявлення про те (за Е. Муле-
ном, [6]), "з якою швидкістю теорії прокладають собі шлях у реальний 
світ". 
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Контрольні завдання до  §3 
 

1. Побудувати колективне ранжування для наведених профілів за 
методами: а) Борда,  б) відносної більшості,  в) абсолютної більшос-
ті в два тури,  г)  Кондорсе,  д) Сімпсона,  є) Копленда, ж) альтерна-
тивних голосів, з) послідовного виключення, і) паралельне виклю-
чення: 

 
1.1. 1.2 

5 4 2 5 4 2 
a c b c a b 
b a a a b a 
c b c b c d 
d d d 

 

d d c 
 

1.3. 1.4 
5 4 2 5 4 2 
c b a d a b 
d a b a b c 
a d c c c d 
b c d 

 

b d a 
 

2. Підібрати профіль голосування для ілюстрації аксіом участі та 
монотонності. 

3. Для заданого профілю підібрати профіль,для якого переможці 
за Сімпсоном і Коплендом не збігаться. 
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РОЗДІЛ 4  
ПРИЙНЯТТЯ РІШЕНЬ  

В УМОВАХ ВИЗНАЧЕНОСТІ 
 
В цьому розділі будуть вивчатися ЗПР в умовах визначеності при 

числовій оцінці наслідків, тобто коли зв'язок між альтернативами та 
наслідками детермінований (кожній альтернативі відповідає тільки 
один наслідок) і ціль ототожнюється з максимізацією чи мінімізацією 
деякої дійснозначної функції, що визначена на множині всіх наслід-
ків. 

 
§1. Основні поняття та визначення 

 
Оскільки кожній альтернативі відповідає тільки один наслідок і "ко-

рисність" (по відношенню до цілі задачі) цього наслідку оцінюється 
деякою єдиною числовою оцінкою, а нас цікавить у кінцевому підсум-
ку найкраща оцінка і відповідна їй альтернатива, то можна встановити 
прямий зв'язок "альтернатива – числова оцінка відповідного наслідку", 
минаючи саме наслідок. В результаті такого підходу отримаємо дійсно-
значну функцію f, яка визначена на множині альтернатив, і будемо на-
зивати її цільовою функцією. Оскільки ціль в ЗПР при числовій оцінці 
наслідків полягає у знаходженні такого наслідку, що максимізує чи мі-
німізує числову оцінку, то під оптимальним розв'язком задачі в умовах 
визначеності природньо розуміти ту альтернативу, яка забезпечує ці-

льовій функції мінімальне чи максима-
льне значення. Таким чином, можна 
зробити висновок: математичною 
моделлю ЗПР в умовах визначеності 
при числовій оцінці наслідків є задача 
оптимізації (максимізації чи мініміза-
ції) дійснозначної функції, що задана 
на множині альтернатив. 
Якщо функція f є скалярною (тоб-

то наслідки оцінюються тільки за од-
ним показником – критерієм), то 
приходимо до "звичайної" задачі оп-

тимізації, для якої існує єдина концепція оптимальності – оптималь-
ною буде та альтернатива, яка забезпечує цільовій функції мінімаль-
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не чи максимальне значення. Припустимо, що маємо таку ЗПР, нас-
лідки якої оцінюються не за одним, а за двома показниками 21  , ff , а 
ціль полягає в максимізації цієї пари показників (критеріїв) одноча-
сно, тобто за вектором ),( 21 fff = . Зрозуміло, що тільки у виключ-
них випадках точки максимумів цих функцій можуть співпасти. На-
приклад, це можна побачити на Рис.1.1. Такі задачі не мають розв'я-
зку у звичайному сенсі (є некоректними). Тому спочатку потрібно 
визначити принцип оптимальності. 

Загальні відомості про задачі багатокритеріальної оптиміза-
ції. Концепція прийняття рішення в багатокритеріальних ЗПР поля-
гає у свідомому виборі з множини альтернатив однієї. Цей вибір ро-
бить особа, що приймає рішення (ОПР), яка прагне до досягнення 
своєї певної цілі. У ролі такої особи виступають чи окрема людина 
(прийняття індивідуальних рішень), чи група людей (прийняття ко-
лективних рішень), що володіють правами вибору рішення і несуть 
відповідальність за його наслідки. 
Застосування математичних методів при прийнятті рішень допус-

кає побудову математичної моделі, що формально представляє про-
блемну ситуацію, тобто ситуацію вибору рішення. Для задач прийн-
яття рішень в умовах визначеності, коли випадкові і невизначені фа-
ктори відсутні, компонентами такої моделі є: множина Х альтерна-
тив (рішень), з якої і слід зробити вибір однієї найкращої альтерна-
тиви (оптимального розв'язку), і опис переваг особи, що приймає 
рішення. Для того, щоб була забезпечена можливість (воля) вибору, 
множина альтернатив Х повинна містити не менш двох елементів. 
При наявності числових оцінок наслідків порівняння альтернатив 

за перевагою ОПР здійснюється не безпосередньо, а за допомогою 
заданих на Х числових функцій mfff ,...,, 21 , які називаються крите-
ріями (показниками корисності чи ефективності, критеріальними 
функціями, цільовими функціями і т.п.). Передбачається, що 2≥m  
(при 1=m  задача оптимізації називається однокритеріальною ).  

Шкала критерію. Для кожного критерію if  на числовій прямій 
1E  вказується підмножина iY , на якій він приймає свої значення. На 

практиці множину iY  (яку часто називають шкалою критерію if ) 
визначають відповідно до предметного змісту цього критерію. На-
приклад, якщо відомо, що значення критерію if  є додатнім чи не-
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від'ємним (критерій характеризує масу, вартість тощо), то можна 
прийняти ),0( +∞=iY  чи відповідно ),0[ +∞=iY . Якщо значення if  
обмежені знизу й зверху деякими природними границями а і b, то 

],[ baYi =  (наприклад, якщо if  – деяка частка запасу ресурсів, то 

]1,0[=iY ). Якщо значеннями if  можуть слугувати лише нуль і нату-

ральні числа (скажімо, коли if  визначається в результаті підрахунку 

кількості деяких об'єктів), то { },...1,0=iY . Якщо на значення if  немає 

жодних змістовних обмежень, то 1EYi =  і т.п. 
Кількісні і якісні критерії. У задачах прийняття індивідуальних 

рішень критерії слугують для вираження «інтенсивності» істотних 
властивостей (ознак) рішень. Наприклад, при порівнянні деяких ви-
робів можуть використовуватися такі критерії, як маса, вартість, да-
та випуску, зовнішній (товарний) вид і т.п. У задачах прийняття гру-
пових рішень критерій if  характеризує "якість" (чи перевагу) рі-
шень із погляду індивіда і, що входить у скінченну множину 
М={ }m,...,2,1 . Наприклад, якщо множина альтернатив є скінченною 
та індивід і їх проранжував (упорядкував за перевагою), то можна 
прийняти 1)'( =xf i  для найбільш переважної альтернативи 'x , 

2)''( =xf i  для наступної за перевагою "x  і т.д. 
За своїм характером критерії поділяються на кількісні і якісні. Грубо 

говорячи, критерій є кількісним, коли його значення має сенс порівню-
вати, вказуючи, на скільки чи в скільки разів його значення є більшим 
за інший, і якісним, коли ці порівняння безглузді. Прикладом кількісно-
го критерію if  є маса. Якщо фіксована одиниця виміру маси, то можна 
говорити про те, у скільки разів (чи на скільки) один виріб важче за ін-
ший. Відношення ваги виробів не змінюється після переходу до іншої 
одиниці виміру, тобто після перетворень if  у ikf , де k > 0. Зрозуміло, 
що будь-яке інше перетворення (яке не є множенням на додатне число) 
може привести до зміни вихідного співвідношення значень if . 
У розглянутому прикладі допустимими перетвореннями критерію 

if  є всі додатні лінійні перетворення і тільки вони. У загальному 
випадку функцію ϕ  називають допустимим перетворенням крите-

рію if , якщо функція )( ifϕ знову являється критерієм, що вимірює 

(характеризує) ту ж саму властивість. При заміні if  на )( ifϕ  мно-
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жина iY  змінюється на )( iYϕ . 
Таким чином, із кожним критерієм зв'язують множину допусти-

мих перетворень Ф і кажуть, що цей критерій має шкалу типу Ф чи 
що вимірювання виконуються за шкалою типу Ф. Як правило, мно-
жина Ф вводиться разом із завданням критерію, але іноді визначення 
типу шкали виявляється самостійною і досить складною задачею. 
У вищенаведеному прикладі { }0 ,)(0 >==Φ=Φ kkzzϕϕ . Шкала 

такого типу називається шкалою відношень тому, що зберігаються 

відношення величин CCz
z

kz
kz  ,"

'
"

' ==  = const. Розповсюдженим є 

випадок виміру в шкалі типу { }0 ,)( >+==Φ klkzzи ϕϕ . Тут допус-

тимими перетвореннями є множення на додатне число k і додавання 
довільного числа l. Така шкала називається шкалою інтервалів. Ця 
назва пояснюється властивістю збереження відношень інтервалів: 

C
lkzlkz

lkzlkz

zz

zz =
+−+
+−+=

−
−

)()(

)()(
43

21

43

21

, С = const. 

Прикладом критерію, що має шкалу інтервалів, слугує "дата ви-
пуску виробу", оскільки для виміру часу необхідно фіксувати масш-
таб і початок відліку. 
Шкала є тим більш досконалою, чим вужча множина Ф допусти-

мих перетворень. Критерії, що мають шкалу не менш досконалу, ніж 
інтервальна, називаються кількісними. У більшості випадків кількі-
сні критерії відповідають вимірам об'єктивних (фізичних) властиво-
стей. Однак дуже поширені й критерії з менш досконалими шкала-
ми, ніж шкала інтервалів. Найменш досконалою шкалою критеріїв, 
що зустрічається у задачах оптимізації, є порядкова шкала. Для неї 
множина допустимих перетворень складається з усіх монотонно 
зростаючих функцій: { })"()'("' zzzzп ϕϕϕ >→>=Φ . 

Критерії, що мають порядкову шкалу, називаються якісними. 
Значення якісного критерію має сенс порівнювати тільки за відно-
шенням "більше", "менше" і "дорівнює" – вони зберігаються при 
монотонних перетвореннях. Але з'ясовувати, у скільки разів чи на 
скільки одне значення є більшим за інше, безглуздо. Критерій з по-
рядковою шкалою природним чином виникає в тих випадках, коли 
розв'язки ранжуються, тобто розташовуються за зростанням чи за 
зменшенням інтенсивності деякої властивості. Потім їм припису-
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ються числа таким чином, щоб більшій інтенсивності відповідало 
більше чи, навпаки, менше число. Звичайно, такі ранжування отри-
мують при суб'єктивних "вимірах", наприклад, коли вони відобра-
жають думку індивіда про перевагу альтернатив. 
Дуже часто суб'єктивні виміри виконуються в бальних шкалах. 

Наприклад, експерти можуть оцінювати у балах зовнішній вигляд 
виробу. Критерії з бальними шкалами займають "проміжне" поло-
ження між кількісними і якісними критеріями.  
Твердження про значення критеріїв із заданими типами шкал на-

зивається осмисленим, чи адекватним, якщо його істинність не змі-
нюється після застосування до критеріїв будь-яких допустимих пе-
ретворень, обумовлених типами шкал. Тому для аналізу й розв'язан-
ня практичних багатокритеріальних задач оптимізації варто застосо-
вувати тільки ті визначення та поняття, методи і процедури, що при-
водять до одержання адекватних висновків і рекомендацій. 
Наприклад, широко відомим є метод розв'язку багатокритеріальних 

задач, заснований на "згортанні" векторного критерію в одну функцію 
– узагальнений (чи агрегований) критерій ),...,,( 21 mfffF . Неважко 
переконатися в тім, що цей метод не придатний для розв'язку задач із 
якісними критеріями. Візьмемо найбільш розповсюджений узагальне-
ний критерій – лінійну "згортку" ∑

∈
Σ =

Mi
ii fF µ , де iµ - деякі додатні 

числа, що характеризують відносну важливість критеріїв (коефіцієнти 
важливості). Нехай, наприклад, 1 22,  1,  ( ') (2,8)m f xµ µ= = = = , 

( ") (1,27)f x = . Тоді ΣF  вказує, що 'x  краще за "x  тому, що 2 + 8 < 1 + 
27. Однак, якщо до першого критерію застосувати допустиме перетво-

рення 5
1 )'( zz =ϕ , а до другого 3

1

2 )"( zz =ϕ  (тобто 1f  замінити на 5
1f , 

а 2f  на 3
1

2f ), то висновок буде протилежним тому, що 82 + 2 > 1 +3. 

Множина досяжності. Окремі (локальні) критерії if , утворюють 

векторний критерій Miim fffff ∈== )(),...,,( 21 , де { }mM ,...,2,1=  
називають множиною індексів критеріїв. Вважається, що кожна аль-
тернатива x цілком характеризується відповідною (векторною) оцін-
кою, тобто вектором )(xf . Тому вибір оптимальної альтернативи з 
множини всіх альтернатив Х зводиться до вибору оптимальної оцін-

ки з множини досяжних оцінок { }XxxfyEyXfY m ∈=∈==  ),()( , 



 114 

де mEm  - - вимірний числовий простір, який називається простором 
оцінок (критеріїв). При необхідності цей простір буде вважатися ев-

клідовим, тобто з метрикою =−−= 2
1

2 "',"')",'( yyyyyyρ  

2
1

2)"'( 







−= ∑

∈Mi

yy , інколи використовуються інші простори, напри-

клад, із метриками ∑
∈

−=
Mi

yyyy "')",'(1ρ  чи "'max)",'( yyyy
Mi

−=
∈∞ρ . 

Часто буває, що у реальних задачах множину Y  будувати дуже 
складно, а то й неможливо. Тому розглядається деяка більш широка 

множина ˆ mY E⊆ , елементам, якої можна надати певного змісту. 

Найчастіше – ця множина є гіперпаралелепіпедом ∏
∈

=
Mi

i
m YY . Іноді 

Ŷ  отримують із mY  за допомогою тих чи інших обмежень, спрямо-
ваних на виключення позбавлених чи змісту, чи заздалегідь недося-

жних векторів. Введення в розгляд множини 
^

Y  дає ряд переваг. На-
приклад, виникає можливість дослідження не однієї, а відразу цілої 
родини задач, для кожної з яких множина досяжних оцінок входить 

в 
^

Y . Зокрема, стає можливим вивчати характерні залежності опти-
мального розв'язку від тих чи інших параметрів задачі. 
Далі альтернативи завжди будуть позначатися літерою х із різними 

індексами, а відповідні їм оцінки – літерою y із тими ж індексами, на-

приклад: *)(* ),( xfyxfy ==  і т.п. Якщо деяка векторна оцінка 0y  є 

досяжною і їй відповідає кілька альтернатив, то під 0x  буде розумітися 
(якщо немає спеціальних застережень) довільна з цих альтернатив (тоб-

то будь-яка альтернатива, що задовольняє рівності 00)( yxf = ). 
Незалежність критеріїв за перевагою. У багатокритеріальній 

задачі кожний розв'язок Xx∈ цілком характеризується своєю оцін-
кою y=f(x) і тому вибір оптимального розв'язку зводиться до вибору 
оптимальної оцінки з множини Y всіх досяжних оцінок.  
Природно, що найбільш просто порівнювати за перевагою ті век-

торні оцінки, що відрізняються одна від одної лише однією компо-
нентою. У загальному випадку, значення критерію if  можуть по-
різному співвідноситися за перевагою ОПР у залежності від того, які 
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значення всіх інших критеріїв. Інакше кажучи, для чисел s і t з Y мо-
же виявитися, наприклад, що оцінка ),...,,,...,( 111 mii yysyy +−  є пере-

важнішою за ),...,,,...,( 111 mii yytyy +− , однак )',...',,',...,'( 111 mii yysyy +−  

менш краща у порівнянні з )',...',,',...,'( 111 mii yytyy +− . І тоді сказати, 
яке із значень критерію s чи t – переважніше, не вказуючи значень 
інших критеріїв, неможливо.  
Критерій if , для якого має місце зазначене твердження, називається 

залежним за перевагою від інших. Наприклад, якщо 21  , ff  відповідно – 

довжина й ширина кімнати, а 3f  висота стелі, то з погляду мешканця 

3f  залежить за перевагою від ( 21  , ff ). Ще приклад: кожний з критеріїв 

1f  (температура повітря) і 2f (його вологість) залежать за перевагою 
один від одного (мається на увазі комфортність для людини).  
Однак, набагато частіше зустрічаються критерії, для яких можна 

впорядкувати за перевагою всі їх значення без розгляду значень ін-
ших критеріїв. Прикладами є вже згадувані критерії доходу, витрат і 
т.п. Такі критерії називаються незалежними за перевагою від інших 
[10]. Більш точно, критерій if  є незалежним за перевагою від інших 
m-1 критеріїв, якщо для будь-яких чотирьох оцінок виду: 

),...,,,...,( 111 mii yysyy +− , ),...,,,...,( 111 mii yytyy +− , 

)',...',,',...,'( 111 mii yysyy +− , )',...',,',...,'( 111 mii yytyy +−  

із співвідношення ),...,,,...,( 111 mii yysyy +− R ),...,,,...,( 111 mii yytyy +−  зав-

жди випливає )',...',,',...,'( 111 mii yysyy +− R )',...',,',...,'( 111 mii yytyy +− . 

Якщо критерій if  є незалежним за перевагою від сукупності ін-
ших, то на множині досяжності Y  можна ввести відношення нестро-
гої переваги R  і вважати, що sRt має місце, коли 

),...,,,...,( 111 mii yysyy +− R ),...,,,...,( 111 mii yytyy +−  для деяких двох (а вихо-
дить і будь-яких двох) оцінок такого виду.  
Задачі, в яких усі критерії незалежні за перевагою, тобто кожен 

критерій незалежний за перевагою від сукупності всіх інших, а від-
ношення нестрогої переваги на множині значень кожного критерію є 
відношення " ≥ " ("не менше"), називаються багатокритеріальними 
задачами максимізації. В таких задачах кожному критерію бажано 
мати можливо більше значення, чи, як говорять, кожен критерій ба-
жано максимізувати. Якщо ж у задачі кожен критерій бажано мінімі-
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зувати, то вона називається багатокритеріальною задачею мініміза-
ції. Надалі, за винятком випадків, що особливо обмовляються, бу-
дуть розглядатися багатокритеріальні задачі максимізації. 

 
Постановка задачі багатокритеріальної оптимізації. Будемо 

розглядати скінченновимірні задачі багатокритеріальної максиміза-
ції: 

,    

max,)(

Xx

xf

∈
→

 

де Х – множина альтернатив, яка є множиною з простору nE ; 

Mii xfxf ∈= ))(()(  – вектор критеріїв, який задається відображенням 
mEXf →: ; },...,2,1{ mM = - множина індексів критеріїв, m – кіль-

кість критеріїв. У таких задачах множина альтернатив Х, як правило, 

виділяється з якоїсь більш широкої множини nED ⊆  за допомогою 
обмежень, що найчастіше представляються у виді нерівностей: 

{ }0)(..., ,0)( ,0)( 21 ≥≥≥∈= xgxgxgDxX k , 

де ,,...,2,1 ),( kjxgi =  – числові функції, які визначені на D. При цьому 

вважається, що і вектор критеріїв ))(),...,(),(()( 21 xfxfxfxf m=  також 
визначений на D. 

У ролі множини D, як правило, виступає або весь простір nE , або 
деяка його специфічна підмножина, наприклад, невід'ємний ортант 

nE 0≥ , утворений усіма векторами з невід'ємними компонентами: 

{ } 0,...,0 ,0 210 ≥≥≥∈=≥ n
nn xxxExE . 

Практично, множина D виділяється з nE  за допомогою найпрос-
тіших і очевидних обмежень на змінні. 

Класи задач багатокритеріальної оптимізації. В залежності від 
структури множини Х (чи D) і властивостей функцій if  (а також ig ) 
для зручності досліджень виділяють різні класи багатокритеріальних 
задач. Так, якщо множина Х (чи D) містить скінченну кількість еле-
ментів, то задача називається скінченною, а якщо Х (чи D) є злічен-
ною множиною, то – дискретною.  
Зокрема, якщо в кожного вектора з Х (чи D) компоненти – цілі 

числа, то задача називається цілочисельною. А якщо вектори, які 
утворюють Х  (чи D) є бульовими (тобто складаються з нулів та оди-
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ниць), то і сама задача називається бульовою. 
Якщо Х (чи D) опукла множина, а усі if - угнуті функції, то задача 

називається угнутою. Зокрема, якщо Х – поліедральна множина 

(тобто "вирізана" з nE кінцевою системою лінійних нерівностей і 
рівностей), а усі if - лінійні, то багатокритеріальна задача називається 
лінійною. 

Ефективні й слабко-ефективні оцінки й альтернативи. В 
багатокритеріальній задачі максимізації із двох векторних оцінок, 
що відрізняються лише однією компонентою, безперечно 
переважнішою буде та, у якої ця компонента більша. А що можна 
сказати про векторні оцінки '  i  yy , для яких виконуються нерів-
ності:   miyy ii ,...,2,1 ,' =≥ ?  (1.1) 
Для відповіді на це запитання згадаємо, як описуються переваги.  
Досить загальним і добре розробленим є спосіб опису переваг на 

"мові" бінарних відношень. Для опису переваг широко використо-
вуються бінарні відношення (див. Розділ 1), що вводяться на мно-
жині об'єктів, які порівнюються. У багатокритеріальних задачах та-
кими множинами є множина альтернатив Х і множина оцінок Y. 
Відношення строгої переваги P: aPb означає, що об'єкт а є строго 

переважнішим за b.  
Відношення байдужності I: aIb означає, що об'єкти а і b однакові 

за перевагою (якщо вибір обмежити двома цими об'єктами, то бай-
дуже, який з них узяти).  
Відношення нестрогої переваги R: aRb означає, що об'єкт a не 

менш кращий, ніж b, тобто має місце aPb чи aIb; формально R є об'-
єднанням P та I. 
Відношення переваги R та його підмножин P та I повинні задово-

льняти наступним властивостям: Р асиметричне і антирефлексивне; 
I – симетричне і рефлексивне, R – рефлексивне; P та I – не перети-
наються (не може бути одночасно aРb і aIb). Корисно мати на увазі, 
що Р і I відновлюються за R: aIb, коли одночасно aRb i bRa, тобто 

1−∩= RRI ; aPb, коли aRb вірно, але bRa невірно: 1\ −= RRP . Та-
ким чином, I є "симетрична ", а Р – "асиметрична частина" R. 
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У загальному випадку відно-
шення R, Р та I не є транзитивни-
ми. Якщо ж R виявляється тран-
зитивним, то транзитивними бу-
дуть P і I; у цьому випадку R є 
квазіпорядком, P – строгим по-
рядком, I – еквівалентністю. 

Абсолютно-оптимальні оцін-
ки й альтернативи. Припустимо, 
що переваги ОПР описуються 
відношенням нестрогої переваги R 

на 
^

Y , причому відомо, що воно не 
тільки рефлексивне, але і транзитивне (тобто є квазіпорядком). Вва-

жаючи, що mYYY ××= ...1

^

, можна записати наступні співвідношення 
для оцінок, послідовно використовуючи відношення " ≥ " для їх ком-
понент 

),...,( 21 myyy R ),...,'( 21 myyy , 

),...,'( 21 myyy R ),...','( 21 myyy , 
……………………………… 

),',...,'( 11 mm yyy − R )',...','( 21 myyy . 
На підставі цих співвідношень і транзитивності R  приходимо до 

висновку, що справедливо 'yRy , тобто векторна оцінка y не менш пе-

реважна, ніж у'. Це означає введення на множині оцінок 
^

Y  відношення 
нестрогої переваги, яке співпадає з квазіпорядком " ≥ " для векторів з 

mE . Відповідно до загального визначення максимального елемента за 
відношенням R оцінка у* називається найкращою за відношенням " ≥ ", 
якщо для будь-якої оцінки Yy∈ має місце yy ≥* . Оскільки відношен-
ня " ≥ " є квазіпорядком, то може існувати тільки одна така точка у*. 
Наприклад, це ілюструє наступний рисунок 1.2. Якщо в багатокритері-
альній задачі існує найкраща за відношенням " ≥ "оцінка у*, то саме її і 
варто вважати оптимальною. В методах багатокритеріальної оптиміза-
ції таку оцінку, якщо вона існує, називають абсолютно-оптимальною. 
Відношення " ≥ ", визначене на множині оцінок, породжує анало-

гічне за змістом відношення " ≥ " на множині альтернатив, яке також 
є частковим квазіпорядком.  
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Альтернативі, максимальній за відношенням " ≥ ", відповідає мак-
симальна за відношенням " ≥ " оцінка з Y. Називається ця альтерна-
тива також абсолютно-оптимальною. Отже, абсолютно-оптимальна 
альтернатива перетворює в максимум на Х кожен із критеріїв 

mfff ,...,, 21 . Умови існування абсолютно-оптимальних альтернатив 
встановлює наступна теорема. 

Теорема 1.1 (про необхідні й достатні умови абсолютної – опти-
мальності). Нехай множини оптимальних за кожним критерієм аль-

тернатив є непорожніми, mixfArgX i
Xx

i ,...,2,1  ,)(max =∅≠=
∈

. Тоді 

множина абсолютно-оптимальних альтернатив I
m

i

iXXQ
1

)(
=

= . 

Доведення. Спочатку доведемо включення I
m

i

iXXQ
1

)(
=

⊆ , що є 

очевидним, коли ∅=)(XQ . Нехай ∅≠)(xQ  і виберемо )(XQx∈ . 
Тоді за визначенням абсолютно-оптимальної альтернативи отримає-
мо наступний ланцюг імплікацій: 

.    ,...,2,1  ,    ,...,2,1  ),(max)(

    ,...,2,1  ),()(    )()(      ,

1
I
m

i

ii
i

Xx
i

ii

XxmiXxmixfxf

mixfxfyxfxfyxxXx

=∈
∈⇒=∈⇒==

⇒=≥⇒=≥=⇒≥∈∀

Тепер доведемо включення I
m

i

iXXQ
1

)(
=

⊇ , що є очевидним, коли 

∅=
=
I
m

i

iX
1

. Нехай ∅≠
=
I
m

i

iX
1

 і виберемо I
m

i

iXx
1=

∈ . Тоді отримаємо 

наступний ланцюг відношень: 

     ,     )()(   ,...,2,1  ),()(

    ,...,2,1  ),(max)(  ,...,2,1  ,     
1

⇒≥∈∀⇒=≥=⇒=≥

⇒==⇒=∈⇒∈
∈=

xxXxyxfxfymixfxf

mixfxfmiXxXx

ii

i
Xx

i
i

m

i

i
I

 

)(  xQx∈⇒ . Теорему доведено.♦ 
Абсолютно-оптимальні альтернативи і відповідно абсолютно-

оптимальні оцінки, як уже відзначалося, безумовно, можуть вважа-
тися оптимальними, однак практично вони майже ніколи не існують. 
Це пов'язано з тим, що порядок " ≥ " не є повним, наприклад, якщо 
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'ii yy > , але jiyy jj ≠< ,' , то у й у' за відношенням " ≥ " є незрівнян-

ними. Тому, в залежності від суті задачі, доводиться використовува-
ти оцінки й альтернативи, "максимальні" за відношеннями ">"чи 
">>". Для таких оцінок використовують спеціальні назви. 

Ефективні оцінки і альтернативи. Якщо R не є транзитивним 

чи mYYY ××≠ ...1

^

, то формальним шляхом прийти до сформульова-
ного твердження 'yRy , взагалі кажучи, неможливо. Однак, у будь-
якому випадку, воно є настільки природнім, що у всіх моделях при-
йняття індивідуальних рішень вводиться як аксіома. Прийняття цієї 
аксіоми, що часто називається (сильною) аксіомою Парето, означає 

введення в множині оцінок 
^

Y  відношення строгої переваги, яке 

співпадає з відношенням ">" для векторів з mE . Нагадаємо, що век-
тори )',...,','(' ),,...,,( 2121 mm yyyyyyyy ==  знаходяться у відношенні 

строгої переваги, якщо miyy ii ,...,2,1 ,' =≥ , і хоча б одна нерівність є 
строгою, тобто 'yy ≠ . Для цього відношення можна визначити по-
няття "максимального" елементу. 

Визначення 1.1. Будемо називати оцінку Yy ∈0  оптимальною за Па-

рето (ефективною, максимальною за ">"), якщо не існує оцінки Yy∈  

такої, що 0yy> . Множину всіх таких оцінок із Y  будемо позначати че-
рез )(YP  і називати множиною Парето чи множиною ефективних оці-
нок. 
Відношення ">", визначене на множині оцінок, породжує аналогічне 

за змістом відношення ">" на множині альтернатив, яке є строгим част-

ковим порядком. Отже, альтернатива Xx ∈0  називається оптималь-
ною за Парето (ефективною), якщо не існує альтернативи Xx∈  та-

кої, що 
0xx > , тобто для якої )()( 0xfxf > . Множина оптимальних 

за Парето (ефективних) альтернатив буде позначатися через P(X).  
Слабко-ефективні оцінки. Розглянемо, наприклад, випадок бага-

токритеріальної задачі прийняття групового рішення, коли if  є крите-

рієм і-го ОПР, що входить у групу ОПР (множину М={ }m,...,2,1 ). У 

цьому випадку )'()( xfxf ii ≥  означає, що альтернатива х не гірша за х' з 
погляду і-го ОПР. У такій задачі відношення переваги на множині оці-
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нок Y повинно відбивати "групову думку", яка агрегує індивідуальні.  
Якщо 'yy = , тобто )'()( xfxf = , то висновок про рівність х і 'x  

за перевагою може бути зроблений і для групи в цілому. Залишаєть-
ся розглянути наступне питання: якщо в (1.1) хоча б одна нерівність 
строга, то чи варто вважати, що альтернатива х є переважнішою за 

'x . На жаль, позитивну відповідь на останнє питання можна дати не 
у всіх реальних ситуаціях. Дійсно, якщо в (1.1) строга нерівність 
лише одна, то це означає, що х переважніше за 'x  лише для одного 
члена групи, а для всіх інших обидві альтернативи рівноцінні. Але в 
деяких ситуаціях може виявитися, що "одного голосу" занадто мало, 
і тоді група в цілому не обов'язково повинна вважати х переважні-
шим за 'x .  
Очевидно, у різних ситуаціях підсумок порівняння оцінок у та у' 

може залежати від того, скільки строгих нерівностей у (1.1) викону-
ється при порівнянні їх компонент. Однак, самим слабким є припу-
щення, яке полягає в тім, що в для всієї групи у переважніше у', як-
що в (1.1) усі нерівності строгі. Це припущення є прийнятим майже 
у всіх відомих моделях групових рішень і називається слабкою аксі-

омою Парето. Воно вводить на 
^

Y  відношення сильної переваги, що 

співпадає з відношенням ">>" для векторів з mE . Кажуть, що у>>у' 
вірне тоді і тільки тоді, коли miyy ii ,...,2,1 ,' => . Для цього відно-
шення також визначається поняття максимального елементу. 

Визначення 1.2. Оцінку Yy ∈*  будемо називати оптимальною за 
Слейтером (слабко-ефективною або максимальною за ">>"), якщо 

не існує оцінки Yy∈ такої, що 0yy >> . Множину всіх таких оцінок 
із Y  будемо позначається далі через )(YS  і називати множиною 
Слейтера чи множиною слабко-ефективних оцінок. 
Відношення ">>", визначене на множині оцінок, породжує анало-

гічне за змістом відношення ">>" на множині альтернатив, яке є 

строгим частковим порядком. Отже, альтернатива Xx ∈0  назива-
ється оптимальною за Слейтером (слабко-ефективною), якщо не 

існує альтернативи Xx∈  такої, що 0xx >> , тобто для якої 

)()( 0xfxf >> . Множина оптимальних за Слейтером (слабко-
ефективних альтернатив) буде позначатися через S(X).  

Порівняння ефективних та слабко-ефективних оцінок. Оскі-
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льки з 'yy >>  випливає 'yy > , то будь-яка ефективна векторна оці-

нка є слабко-ефективною, так )()( YSYP ⊆ . Дійсно, якщо 0y  не є 

слабко-ефективною, то для деякої Yy∈  буде виконуватися 0yy >> , 

а тому й 0yy >  так, що 0y  не може бути ефективною. 
Геометрично, при )(  ,2 YPm=  є "північно-східною" границею 

множини Y (без горизонтальних та вертикальних ділянок, чи ділянок, 
що знаходяться у досить "крутих і глибоких проваллях"), а )(YS  мо-
же додатково містити в собі вертикальні й горизонтальні ділянки гра-
ниці, що прилягають до Р(У). Так, на рисунку 1.3 множина )(YP  

(ефективна границя Y ) утворена кривими bc, ef, а )(YS складається з 
двох частин – abcd (включаючи d) і efg. У цьому легко переконатися, 
якщо помітити, що точки, які є кращими, ніж у, у сенсі відношення 
">", заповнюють прямий кут, сторони якого паралельні вісям коорди-
нат із вершиною у точці у (сама точка у виключається); а точки, що є 
кращими за у, у сенсі відношення ">>", складають внутрішність цього 
ж кута. 

Економічна інтерпретація оптимальності за Парето. Визначен-
ня (слабко) ефективної альтернативи є "статичним" у тім сенсі, що 
ґрунтується на попарному порівнянні альтернатив і не зв'язується з 
питанням про те, чи можливо "повільно" перейти від однієї альтерна-
тиви до іншої, більш кращої, збільшуючи кожен критерій. Можли-

вість здійснення такого переходу 
в деяких, особливо економічних 
моделях, становить великий ін-
терес. Прикладом є модель чис-
того обміну, в якій кожен спо-
живач бере участь в обміні, пра-
гнучи скласти собі набір товарів 
найбільшої корисності, тобто 
формально максимізувати свою 
функцію цінності. Такого роду 
моделі розглядали ще в XIX сто-
річчі Ф. Еджворт і В. Парето. 
Ефективним для моделі обміну є 
стан (розподіл товарів між спо-
живачами), який не може бути 
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поліпшеним шляхом перерозподілу товарів для жодного з учасників 
без обмеження інтересів деяких інших учасників. Отже, оптималь-
ність за Парето відбиває ідею економічної рівноваги: якщо стан не є 
ефективним, то буде відбуватися торгівля, що приведе до ефективно-
го стану. Якщо процес обміну розглядати як послідовність угод, вигі-
дних усім учасникам, то формалізовано його можна описати гладкою 
кривою, при русі уздовж якої, усі критерії збільшуються. Тоді можна 
виділити стани, із яких не виходить жодна гладка крива такого типу. 
Такі стани були названі С. Смейлом критичними точками Парето. 
Зрозуміло, що множина таких точок (критична множина Парето) 
включає всю множину слабко-ефективних точок, але в загальному 
випадку ширше останньої (через "локальний характер" визначення 
критичної точки Парето).  

 
Власно-ефективні альтернативи. Дослідження показують, що 

серед ефективних можуть зустрітися оцінки (альтернативи), що ви-
являються у певному сенсі аномальними. 
Приклад  1. Розглянемо наступну множину оцінок: 

{ }2
21

2 )(yyEyY −≤∈= . 

Ефективні оцінки утворюють частину параболи 2
21 )(yy −= , що 

лежить у другому квадранті (Рис.1.4). До ефективних відноситься й 
оцінка )0,0(* =y . Різниці значень координат ефективних оцінок y  і 

*y  виявляються рівними вели-
чинам: 

02
*
222 >=−=∆ yyyy  і 

0)( 2
2

*
111 <∆−=−=∆ yyyy . 

Отже, якщо перейти з точки 
*y  в досить близьку до неї ефе-

ктивну точку y, то буде отримано 
виграш першого порядку малості 
за другим критерієм за рахунок 
програшу другого порядку мало-
сті за першим критерієм. Якщо 
критерій 1f  не вважати набагато 

важливішим за 2f , то, очевидно, 
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природньо погодитися на деяке збільшення 2f , допустивши на поря-

док менші втрати по 1f . Таким чином, оцінка *y  є аномальною: вона 
є нестійкою в зазначеному сенсі і тому відповідна їй альтернатива не 
може, взагалі кажучи, претендувати на оптимальність. 
Розглянутий приклад показує, що іноді має сенс спеціально виділяти 

ефективні оцінки (і альтернативи), які позбавлені подібних небажаних 
властивостей. Перше визначення такого роду ефективних рішень, на-
званих власне ефективними {proper efficient), було дано X. Куном і А. 
Таккером. Однак воно було сформульоване для диференційованого 
випадку і зв'язане зі спеціальними умовами регулярності, що дозволили 
одержати необхідні умови оптимальності. Для загального випадку ви-
значення власної ефективності було запропоновано А. Джеофріоном. 

Визначення 1.3. Ефективна оцінка )(0 YPy ∈  називається власно-
ефективною чи оптимальною за Джеофріоном, якщо існує таке додат-
не число θ , що для YyMi ∈∀∈∀   ,  (для яких виконується нерівність 

0
ii yy > ), існує індекс M j ∈ такий, що 0

jj yy <  і виконується нерів-

ність:  

 θ≤−− )()( 00
jjii yyyy . (1.2) 

Відмітимо, що оскільки 0y  ефективна, то у випадку існування ефек-
тивної оцінки y , для якої при деякому i виконується нерівність 

0
ii yy > , завжди ∃ номер j, для якого буде справедливою нерівність 
0
jj yy <  (оскільки ефективні оцінки y  та 0y  є між собою незрівнянни-

ми). Тому зміст приведеного визначення полягає у вимозі існування 
числа θ , для якого при зазначених умовах виконується (1.2). 
Альтернативи, яким відповідають власно-ефективні оцінки, та-

кож називаються власно-ефективними чи оптимальними за Джеоф-
ріоном. Множину усіх таких альтернатив (оцінок) будемо позначати 
через G(X) (G(Y)). Так, у наведеному прикладі 1 множина G(Y) – це 
верхня гілка параболи (без вершини 0y ). 
Приклад 2. Найкраща за відношенням " ≥ " (абсолютно-

оптимальна) оцінка 0y є власно-ефективною. Так як yy ≥0  для 

∀ Yy∈ , то нерівність 0
ii yy >  не виконується при жодному Mi ∈  та 

для жодного Yy∈ . Тому для власної ефективності 0y необхідність в 
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умові (1.2) відсутня.  
Звідси випливає, що альтернатива, яка обертає в максимум одночас-

но кожний із критеріїв if , є власно-ефективною. Зокрема, в однокрите-
ріальних задачах будь-яка оптимальна альтернатива є власно-
ефективною. 
Приклад  3. Якщо множина Y є скінченною, то будь-яка ефекти-

вна оцінка є власно-ефективною. Якщо ефективна оцінка єдина, то є 
абсолютно-оптимальною, тому є власно-ефективною (попередній 
приклад). Якщо ж Р(Y) містить більше однієї оцінки, то шукане до-
датне число θ  можна задати рівністю: 









>>≠∈∈
−

−= jjii
jj

ii yyyyjiMjiYy
yy

yy 00
0

0

 ; ; ;, ;maxθ . 

Отже, якщо Y є скінченним (а для цього достатньо скінченності 
множини альтернатив Х), то поняття ефективності і власної ефекти-
вності рівносильні. 
Ефективна оцінка, що не є власно-ефективною, називається невлас-

но-ефективною. Аналогічна термінологія вводиться і для альтернатив. 
Це означає, що переходом від невласно-ефективної альтернативи до 
деякої іншої можна забезпечити збільшення принаймні по одному пев-
ному критерію за рахунок втрат більш високого порядку малості за 
всіма тими критеріями, значення яких зменшаться. Іншими словами, 
невласно-ефективна альтернатива в зазначеному сенсі є аномальною 
(нестійкою). 
Примітка . Як уже вказувалося, поняття власно-ефективних оці-

нок і альтернатив не має сенсу вводити в тих випадках, коли один 
критерій незрівнянно важливіший за інші. Задачі, у яких критерії впо-
рядковані за важливістю (і перенумеровані) так, що кожен попередній 
незрівнянно важливіший за усі наступні, називаються лексикографіч-
ними задачами оптимізації тому, що в таких задачах відношення не-

строгої переваги є лексикографічним порядком "
lex

≥ ". Цей порядок 

задається наступним чином: 'yy
lex

≥ , коли виконана одна з умов: 

1) ;'11 yy >  

2) ;' ,' 2211 yyyy >=  
………………… 

m) ;' ,1,...,2,1 ,' mmii yymiyy >−−=  
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m+1) 'yy = . 

Відношення "
lex

≥ ", що є повним, впорядковує оцінки подібно то-
му, як розташовуються слова в словнику, і цим пояснюється похо-
дження прикметника "лексикографічний". З визначення видно, що в 
лексикографічній задачі варто домагатися як завгодно малого збіль-
шення більш важливого критерію за рахунок як завгодно великих 
втрат за всіма іншими, менш важливими критеріями. Саме тому лек-

сикографічно-оптимальна (найкраща за 
lex

≥ ) оцінка не обов'язково 
буде власно-ефективною, хоча, як легко переконатися, вона обов'яз-
ково є невласно-ефективною.  
Вище були введені поняття ефективності декількох типів і уста-

новлений взаємозв'язок між ними. Цьому зв'язку відповідають на-
ступні включення для множини оцінок і альтернатив, ефективних у 
різному сенсі: )()()(  ),()()( XSXPXGYSYPYG ⊆⊆⊆⊆ . 
Приклади, приведені в цьому розділі, показують, що кожне з цих 

включень може бути строгим.  
 

Контрольні завдання до  §1 
 

1. Знайти за визначенням множину ефективних альтернатив у 
наступній двох-критеріальній задачі: 

.0 ,62 ,4 max,3 max,2 2,121212121 ≥≤+≤+→+→+ xxxxxxxxx 2. 

Знайти за визначенням множину ефективних альтернатив у 
наступній двох-критеріальній задачі:  

.0 ,2 ,4 max,- max,2 2,12212121 ≥≤≤+→+→+ xxxxxxxx  

3. Знайти за визначенням множину ефективних альтернатив у 
наступній двох-критеріальній задачі: 

.40 ,2 0 ,22- max,3- max, 21212121 ≤≤≤≤≥+→+→− xxxxxxxx  
4. Знайти за визначенням множину ефективних альтернатив у 

наступній двох-критеріальній задачі:  
.0 ,04 ,04- ,5 max, max, 2,121212121 ≥≤−≤+≤+→→ xxxxxxxxx  

5. Знайти за визначенням множину слабко ефективних альтерна-
тив у наступній двох-критеріальній задачі:  

.0 ,4 ,93 ,93 max,4 max, 2,12121212121 ≥≤+≤+≤+→+→+ xxxxxxxxxxx   

6. Знайти за визначенням множину слабко ефективних альтерна-
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тив у наступній двох-критеріальній задачі: 
.0 ,3 ,12- ,5 max, max, 2,1212121221 ≥≤−−≤+≤+→→+ xxxxxxxxxx  

7. Знайти за визначенням множину слабко ефективних альтерна-
тив у наступній двох-критеріальній задачі: 

.0 ,623 ,22- max,2- max, 2,12121211 ≥≤−≤+→+→ xxxxxxxx  

8. Знайти за визначенням множину власне ефективних альтерна-
тив у наступній двох-критеріальній задачі:  

0 ,42 max, max, 21
2
2

2
121 ≥≤+→→ ,xxxxx . 

9. Знайти за визначенням множину власне ефективних альтерна-
тив у наступній двох-критеріальній задачі: 

0 ,42 max, max, 21
2
2

2
1211 ≥≤+→+→ ,xxxxxx . 

10. Знайти за визначенням множину власне ефективних альтерна-
тив у наступній двох-критеріальній задачі:  

 0 ,1 max, max, 21
2
2

2
1221 ≥≤+→→+ ,xxxxxx . 

 
§2. Умови оптимальності 

 
В цьому розділі встановлюються умови оптимальності [10] без 

будь-яких істотних припущень щодо структури множини альтерна-
тив Х і властивостей заданої на ній вектор-функції критеріїв 

),...( 1 mfff = . Для простоти та наочності викладення будемо розгля-
дати умови оптимальності стосовно до оцінок альтернатив, маючи 
на увазі, що отримані результати легко переносяться і на самі альте-
рнативи. 

Теорема 2.1 (умови слабкої ефективності оцінок (Гермейер)). При-
пустимо, що 00 >y . Оцінка 0y є слабко-ефективною тоді й тільки тоді, 

коли існує вектор 








∈>===∈ ∑
∈

∈
+

Mi
iiMii MiM   ,0  ;1)( µµµµµ  такий, 

що:  

ii
MiYy

ii
Mi

yy µµ
∈∈∈

= minmaxmin 0 . (2.1) 

Для слабко-ефективної оцінки Yy ∈0  можна прийняти 
+∈= M0µµ , де 0 0( )i i Mµ µ ∈=  – вектор з компонентами  
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 ∑
∈

=∈=
Mk k

ii y
Miy 0

0000 1
1  ;  , λλµ , (2.2) 

і тоді 00minmax λµ =
∈∈ ii

MiYy
y . 

Доведення. Достатність. З рівності (2.1) випливає, що для кожно-

го Yy∈  існує номер Mi ∈  такий, що ii yy ≥0 . Тому 
0: yyYy >>∈¬∃ . Звідси 0y  є слабко-ефективною оцінкою.  

Доведемо необхідність. Для цього візьмемо вектор з компонен-

тами, які визначені формулами (2.2). Відмітимо, що +∈ M0µ . З 

)(0 YSy ∈  випливає, що для кожного Yy∈  існує Mj ∈ , при якому 

виконується нерівність jj yy ≥0 , а, отже, і нерівність jjjj yy 000 µµ ≥ . 

Оскільки const

y

y

Mi i

jj ===
∑
∈

0

000

1
1λµ , то Yy∈∀  

ii
Mi

ii
Mi

yy 000 minmin µµ
∈∈

≥ . Звідси випливає (2.1).♦ 

З Рис. 2.1 видно, що )(0 YSy ∈  тоді і тільки тоді, коли у внутрі-

шність ортанта mE 0≥ , зсунутого у точку 0y , не попадає жодна точка з Y. 

Оскільки гіперповерхня λµ =
∈ ii

Mi
ymin  при 0=λ  і додатніх iµ  предста-

вляє собою границю цього ор-

танта, зсув якого в 0y  можна 
здійснити присвоєнням відпо-
відних значень параметрам iµ  і 
λ , то з'являється можливість 
сформульований геометричний 
факт виразити в термінах фун-
кції ii

Mi
yµ

∈
min . Ця можливість і 

реалізована в теоремі. 
Приклад  4. Побудувати 

слабко-ефективні альтернати-
ви за теоремою Гермейєра для 
наступної двохкритеріальної 
задачі:  
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.40

,5

max,2

max,2

2,1

21

21

21

≤≤
≤+

→+
→+

x

xx

xx

xx

 

На Рис. 2.2 зображена 
множина альтернатив X; лінії 
рівнів першого й другого кри-
теріїв, відповідно (1), (2); 

"  ,' xx  – найкращі відповідно 
за першим та другим критері-
єм альтернативи. За визначен-
ням можна встановити, що 
множиною слабко-ефективних 
альтернатив буде відрізок 

]",'[ xx . Спробуємо побудува-
ти якісь слабко-ефективні аль-
тернативи. За теоремою Гер-
мейєра для того, щоб альтер-

натива x∗  була слабко-ефективною альтернативою, необхідно і до-
статньо: 

( )








==>==Μ∈∃ ∑
=

+
m

i
iin mi

1
1 1,,1,0:,..., µµµµµµ  і тоді альтерна-

тива ∗x  буде розв'язком наступної параметричної задачі: 
( )xfii

miXx
µ

,1
minmax
=∈

. 

Для нашого прикладу ця задача буде мати наступний вигляд: 
( ) ( ){ }

.40  ,5                          

max,2,2min),(

2,121

212211

≤≤≤+
→++=

xxx

xxxxxF µµµ
  

Зафіксуємо вектор параметрів +∈= M),( 21 µµµ , наприклад, не-

хай 
2

1
21 == µµ , і розв'яжемо графічно параметричну задачу. Для 

цього побудуємо лінію рівня її цільової функції. Наприклад, сталому 
значенню функції 2 буде відповідати множина векторів ),( 21 xxx = , 
задана рівнянням: 
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( ) ( ){ } 225.0,25.0min))5.0,5.0(,( 2121 =++= xxxxxF . 
Для побудови цієї множини розглянемо такі випадки: якщо 

212121      
2

1

2

1
xxxxxx <⇒+<+  (півплощина, що знаходиться над бі-

сектрисою прямого кута), то рівняння прийме вигляд: 42 21 =+ xx ; 

якщо 212121     
2

1

2

1
xxxxxx ≥⇒+≥+  (півплощина, що знаходиться 

під бісектрисою прямого ку-
та), то рівняння прийме ви-
гляд: 42 21 =+ xx . На рисунку 
2.3 можна побачити лінію рі-
вня цільової функції парамет-
ричної задачі, яка має вигляд 
кута, вершина якого знахо-
диться в точці x на прямій 

21 xx = , що задається умовою 
рівності аргументів функції 

))
2

1
,

2

1
(,(xF , а бокові сторони 

цього кута паралельні лініям 
рівня відповідних критеріїв 

(1) і (2). Для того, щоб побачити, куди є спрямованим субградієнт 
функції (використовуємо понят-
тя субградієнта, оскільки 

),( µxF  є недиференційованою 
функцією), візьмемо більший її 
рівень, наприклад, 3.75, і побу-
дуємо лінію цього рівня. В цьо-
му випадку отримаємо: якщо 

21 xx < , то 5.72 21 =+ xx ; а якщо 

21 xx ≥ , то 5.72 21 =+ xx .  
З рисунка 2.4 бачимо, що лі-

нія рівня 3.75 цільової функції 
параметричної задачі буде та-
кож мати вигляд кута, вершина 
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якого знаходиться вже в точці x* і також на прямій 21 xx = , що зада-

ється умовою рівності аргументів функції ))
2

1
,

2

1
(,(xF , а бокові сто-

рони цього кута також паралельні лініям рівня відповідних критеріїв 
(1) і (2). Цей рівень 3.75 і буде максимальним значенням 

))
2

1
,

2

1
(,(xF , а точка )5.2,5.2(* =x  буде оптимальним розв'язком па-

раметричної задачі і за теоремою Гермейєра слабко-ефективною 
альтернативою початкової двохкритеріальної задачі. 

Спробуємо тепер поміняти вектор параметрів +∈= M),( 21 µµµ  на 

інший, наприклад, 
7

3
1 =µ , 

7

4
2 =µ , і подивимось, яку слабко-

ефективну альтернативу отримаємо в цьому випадку. 
Цільова функція параметричної задачі тепер буде мати ви-

гляд: ( ) ( )






 ++= 2121 2

7

4
,2

7

3
min))

7

4
,

7

3
(,( xxxxxF . На рисунку 2.5 ба-

чимо лінії рівнів 
49

90
 і 

49

180
 цієї функції, які утворюють кути, верши-

ни яких x i x* знаходяться на прямій 21 52 xx = , яка визначається 

умовою рівності аргументів функції ))
7

4
,

7

3
(,(xF , а бокові сторони 

паралельні лініям рівня відпо-
відних критеріїв початкової 
двохкритеріальної задачі. Рі-

вень 
49

180
 буде максимальним 

значенням функції, а точка 

)
7

10
,

7

25
(* =x  буде оптималь-

ним розв'язком параметричної 
задачі і за теоремою Гермейє-
ра слабко-ефективною альтер-
нативою початкової двох-
критеріальної задачі. Якщо 
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порівняти випадки задання різних параметрів +∈= M),( 21 µµµ , то 
можна підтвердити висновок теореми Гермейєра, що таким чином 
можна отримати будь-яку слабко-ефективну альтернативу цієї зада-
чі.  

Теорема 2.2 (умова ефективності оцінок (Подіновський)). Оцінка 
0y  ефективна тоді і тільки тоді, коли для кожного Mi ∈  

  i
Yy

i yy
i∈

= max0 ,  (2.3) 

де  

 { }ijMjyyYyY jj
i ≠∈≥∈=  ; ,0 . (2.4) 

Якщо Yy ∈0  ефективна, то вона є єдиною в Y точкою, що задоволь-
няє (2.3) при кожному Mi ∈ . 

Доведення. Доведемо достатність. Нехай i
Yy

i yy
i∈

= max0 . Припусти-

мо супротивне, що )(0 YPy ∉ . Тоді знайдеться така оцінка Yy∈ , що 
0
ii yy ≥ , Mi ∈∀ ; 0: jj yyMj >∈∃ . Таким чином, iYy∈ , 0

ii yy > . 

Звідси випливає, що i
Yy

i yy
i∈

< max0 . Одержали суперечність. 

Доведемо необхідність. Нехай )(0 YPy ∈ . Побудуємо множини 

MiYi ∈∀ , , за умовами (2.4). Помітимо, що MiYi ∈∀∅≠  , . Припус-

тимо супротивне, що i
Yy

i yyMi
i∈

<∈∃ max: 0 . Тоді для оцінки iYy ∈* , 

i
Yy

i yy
i∈

= max*  маємо 0* jj yy ≥ , Mj ∈∀ ; 0* ii yy > . Звідси, за означенням 

ефективної оцінки, одержимо )(0 YPy ∉ .♦ 
Слід зауважити, що досить неконструктивну умову (2.3) теореми 

Подіновського можна значно послабити, якщо множина оцінок за-
дачі буде строго опуклою. Цей факт у термінах альтернатив форма-
лізує наступна теорема. 

Теорема 2.3. Нехай множина альтернатив X є опуклою, а f(x) є 
строго угнутою вектор-функцією. Для ефективності альтернативи x* 
необхідно й достатньо, щоб існував вектор 0≥µ , при якому 

)(,max*)(, xfxf
Xx

µµ
∈

= . 
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Приклад  5. Побудувати 
ефективні альтернативи за 
теоремою Подіновського для 
наступної двохкритеріальної 
задачі: 

.0

  ,93  ,4

max,3

max,2

2,1

2121

21

21

≥
≤+≤+

→+
→+

x

xxxx

xx

xx

 

На рисунку 2.6 зображена мно-
жина альтернатив X; лінії рівнів 
першого й другого критеріїв, 
відповідно (1) і (2); ]"',"[  ,' xxx  

– найкращі відповідно за пер-
шим й другим критерієм задачі 
альтернативи (через ]"',"[ xx  

позначений відрізок прямої 
63 21 =+ xx  між точками 

"'," xx ). За визначенням можна 
встановити, що множиною ефек-
тивних альтернатив буде відрі-
зок ]",'[ xx  прямої 521 =+ xx . 

Побудуємо ефективні альтерна-
тиви за теоремою Подіновсько-
го. Запишемо параметричну за-

дачу в для деякого mi ,1= : 

( )
( )

,

,,,1 ,

max

Xx

ijmjxf

xf

jj

i

∈

≠=≥

→

ξ  

де [ ]jjj hd ,∈ξ ,  ( )xfd j
Xx

j ∈
= min , ( ) mjxfh j

Xx
j ,1  ,max ==

∈
. 

При 1=i  ця задача прийме наступний вигляд: 

[ ]
.

,9 ,0  ,3

max,2

2221

21

Xx

xx

xx

∈
∈≥+

→+
ξξ  
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Зафіксуємо значення параметра 62 =ξ . З рис. 2.7 видно, що 2ξ  
буде відповідати оптимальному розв'язку параметричної задачі 

( )3,1=∗x , який буде ефективною альтернативою початкової двох-

критеріальної задачі. Вибираючи інші значення параметра [ ]9 ,02 ∈ξ , 
можемо отримати будь-яку ефективну альтернативу. Нехай тепер 

2=i , тоді параметрична задача 
прийме наступний вигляд: 

[ ]
.

,8 ,0  ,2

max,3

1121

21

Xx

xx

xx

∈
∈≥+

→+
ξξ  

Зафіксуємо значення пара-
метра 61 =ξ . З рис. 2.8 бачимо, 
що цьому значенню параметра 
буде відповідати оптимальний 
розв'язок параметричної задачі 

( )2 ,2=∗x , який буде ефектив-
ною альтернативою початкової 
двохкритеріальної задачі. Ви-

бираючи інші значення параметра [ ]8 ,5.51 ∈ξ , можемо отримати 
будь-яку ефективну альтернативу. Але при значеннях параметра 

)5.5 ,0[1 ∈ξ , розв'язок пара-

метричної задачі не буде єди-
ним і серед них, окрім ефек-
тивної альтернативи "x , бу-
дуть і слабко-ефективні. З цієї 
причини теорема Подіновсь-
кого і вимагає, щоб ефективна 
альтернатива була одночасно 
розв'язком відповідних пара-
метричних задач для всіх 

{ }1,i m∈ . Наприклад, нехай 

4  ,2 1 == ξi . З рисунка 2.9 ба-
чимо, що цьому значенню па-
раметра буде відповідати мак-
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симальне значення 9 цільової функції параметричної задачі і вже не 
одна точка, а множина оптимальних розв'язків. Це будуть точки від-
різку ]"',"[ xx , з яких тільки )5.1 ,5.2("=x буде ефективною альтерна-
тивою початкової двохкритеріальної задачі, а інші будуть слабко 
ефективними альтернативами. 
Тому розглянемо параметричну задачу при 1=i  й при 92 =ξ  (на-

гадаємо, що 9 – це значення другого критерію, що відповідає макси-
мальному значенню цільової функції параметричної задачі при 

2=i ). З рисунка 2.9 бачимо, що ця параметрична задача вже буде 
мати єдиний розв'язок )5.1 ,5.2("=x , який буде ефективною альтер-
нативою початкової двохкритеріальної задачі. 

Теорема 2.4 (умова власної ефективності оцінок (Ногін)). Оцінка 
Yy ∈0  є власно-ефективною тоді і тільки тоді, коли існує набір век-

торів mpMp ≤∈ +   ,,...,1 µµ  такий, що для кожної оцінки Yy∈  

знайдеться номер { }pi ,...,1∈ , при якому виконується нерівність для 
скалярних добутків: 

 yy ii ,, 0 µµ ≥ . (2.5)  

Доведення. Не зменшуючи загальності, покладемо 00 =y . Від-
значимо наступний факт, що безпосередньо випливає з визначення 

власно-ефективної оцінки. Включення )(0 YGy ∈ має місце в тому і 
тільки в тому випадку, коли існує число 0>N  таке, що для кожного 

Mi ∈ система нерівностей:  

 
,  ;  ,0

,0

ijMjNyy

y

ji

i

≠∈>+
>

 (2.6) 

не має розв'язку на множині Y. 

Достатність. Не важко перевірити, що оцінка 00 =y  є ефектив-
ною. Доведемо включення )(0 YG∈ . Нехай  

 0,...,2,1  ;,max >












=∈= piMkj
m

N
i
k

i
j

µ
µ

. (2.7) 

Якщо )(0 YG∉ , то для цього числа N існує індекс Mk ∈ і точка 
Yy ∈'  такі, що: 
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 .  ;  ,0'' ,0' kjMjNyyy jkk ≠∈>+>  (2.8) 

Позначимо { }0'0 <∈= jyMjM . Оскільки )(0 YP∈ , виконується 

∅≠0M . З (2.8) випливає : 

 ∑
∈

>+
0

0''
Mj

jk yNmy .  (2.9) 

З іншого боку, за умовою теореми, для точки 'y  існує вектор 

Mi ∈µ такий, що 0', ≤yiµ . Звідси ∑
∈

≤+
0

0''
Mj

j
i
jk

i
k yy µµ . З огляду на 

(2.7), отримаємо нерівність ∑
∈

≤+
0

0''
Mj

jk yNmy , яка суперечить (2.9). 

Необхідність. Нехай )(0 YGy ∈ , тобто існує таке 0>N , що для 
будь-якого Mi ∈ , система нерівностей (2.6) є несумісною на Y. Ві-
зьмемо довільну оцінку Yy∈ . Для кожного Mi ∈ виконується або 

0≤iy , або 0≤+ ji Nyy  при деякому {}iMj \∈ . Взявши суму по 

Mi ∈  усіх таких нерівностей, одержимо ∑
∈

≤
Mi

ii yN 0 , де 0>iN  для 

будь-якого Mi ∈ . Звідси випливає нерівність (2.5) при 00 =y  і 









== ∑∑

∈∈ Mi
im

Mi
iii NNNN ,...,1µµ . 

Очевидно, що +∈Miµ . Таким чином, для кожного Yy∈  існує век-

тор ii µµ = , при якому має місце нерівність (2.5). Причому, завдяки 
скінченності множини індексів М, число таких векторів, що мають 
необхідні властивості, є скінченним. Тобто, існує кінцевий набір век-

торів { } +⊂M
p

µµ ,...,
1

 з такою властивістю, що для кожного Yy∈ знай-

деться { }pi ,...,2,1∈ , при якому має місце (2.5). Вкажемо набір не більш, 
ніж з m векторів, що мають необхідні властивості. Нехай 

{ }piMj
i

j ,...,2,1  ,min =∈= µε . Розглянемо для i M∈  вектори наступно-

го вигляду: 

 




=−−
≠∈

=
;  ,)1(1

;  ;  ,

ijm

ijMji
j ε

ε
µ  (2.10) 
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Очевидно, для кожного +∈ Miµ  для будь-якого Mi ∈ . Доведемо 

включення { } { }mp
µµµµ ,...,conv,..., 11

⊆ . Для цього візьмемо довіль-

ний вектор 
l

µ "старого" набору. Якщо m1=ε , то, очевидно, 

Mim
l

∈=   ,1µ . У цьому випадку для mm 1...1 === λλ  маємо: 

 Mj
i

j
Mi

i
ji ∈=∑

∈
  ,µµλ , (2.11) 

тобто { }mi
µµµ ,...,conv 1∈ . Якщо m1<ε , то беремо 

,  ,1 Mim

l

i
i ∈−

−= ε
εµλ  де 1=∑

∈Mi
iλ . Для цих iλ  рівності (2.11) також 

мають місце. Включення доведене. Припустимо, що "новий" набір 
векторів (2.10) не має необхідних властивостей, тобто знайдеться 
оцінка Yy∈ така, що  

 .  ,0, Miyi ∈>µ  (2.12) 

Для довільного { }pl ,...,2,1∈  при деяких 1  ,  ,0 =∈≥ ∑
∈Mj

jj Mj λλ , 

має місце представлення (2.11). Тому з (2.12) одержуємо нерівності 

,,...,2,1  ,0,, plyy
l

Mj

j
j =>=∑

∈
µµλ  які означають, що і "старий" набір 

векторів також не має необхідних властивостей. Це суперечить 
отриманому раніше припущенню. ♦ 
Примітка. Якщо множина Y складається із скінченного числа 

елементів, то умова доведеної теореми є необхідною і достатньою 

для того, щоб )(0 YPy ∈ , оскільки має місце рівність )()( YPYG = . 
З цієї теореми (частина "достатність") при 1=p  випливає 

Наслідок. Якщо всі 0>iµ , то будь-яка точка максимуму функції 

∑
∈Mi

ii yµ на множині Y є власно-ефективною оцінкою. 

У випадку опуклості множини оцінок цей наслідок є необхідною 
і достатньою умовою власно-ефективності. Це твердження, сформу-
льоване в термінах альтернатив, складає відому теорему. 

Теорема 2.5 (Джеофріон). Нехай X є опуклою множиною, а f(x) є 
угнутою вектор-функцією. Для власної ефективності альтернативи 
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x* необхідно й достатньо, щоб :0>∃µ  )(,max*)(, xfxf
Xx

µµ
∈

= . 

Приклад  6. Побудувати власно-ефективні альтернативи за теоре-
мою Джеофріона для наступної двохкритеріальної задачі: 

 ( ) ( ) .0  ,411

max,2  max,2

2,1
2

2
2

1

2121

≥≤−+−

→+→+

xxx

xxxx
 

На рисунку 2.10 зображена 
множина альтернатив X; лінії 
рівнів першого й другого крите-
ріїв, відповідно (1) і (2); "  ,' xx  – 
найкращі, відповідно за першим 
й другим критерієм задачі, аль-
тернативи. За визначенням мож-
на встановити, що множиною 
ефективних альтернатив буде 
дуга ]",'[ xx  кола 

( ) ( ) 411 2
2

2
1 =−+− xx , а множиною 
власно-ефективних альтернатив 

буде дуга )",'( xx  (точки ",' xx  є ефективними, але не власно-
ефективними альтернативами). Параметрична задача в загальній по-

становці: ( ) ( )∑
=∈∈

=
m

i
ii

XxXx
xfxF

1

maxmax µµ , де ( ) +Μ∈= mµµµ ,...1 , щодо нашого при-

кладу буде мати наступний 
вигляд: 

( ) ( )
.0  ,1  ,0

,411

max,

2,1212,1

2
2

2
1

2211

>=+≥
≤−+−

→+=

µµµ

µµµ

x

xx

xxF

 

Нехай 
2

1
21 == µµ . З рису-

нка 2.11 бачимо, що розв'яз-
ком параметричної задачі буде 

точка )22 ,22(* ++=x , яка є 
власно-ефективною альтерна-
тивою; при  значеннях 
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3

2
,

3

1
21 == µµ  отримаємо іншу власно-ефективну альтернативу 

**x . Вибираючи інші значення параметрів 
0  ,1  :  , 2,12121 >=+ µµµµµ , можемо отримати будь-яку власно- 

ефективну альтернативу. 
 

Контрольні завдання до  §2 
 

1. Проілюструвати побудову множини слабко ефективних аль-
тернатив за необхідньою і достатньою умовою оптимальності для 
багатокритеріальної задачі прийняття рішень: 

,2,3 ,4 max,- max, 221212121 ≤≤−≤+→+→+ xxxxxxxxx .02,1 ≥x  

2. Проілюструвати побудову множини слабко ефективних альте-
рнатив за необхідньою і достатньою умовою оптимальності для ба-
гатокритеріальної задачі прийняття рішень: 

.0 ,82 ,02- max,3 max,2 2,121212121 ≥≤+≤+→+→+ xxxxxxxxx  

Проілюструвати побудову множини слабко ефективних альтернатив 
за необхідньою і достатньою умовою оптимальності для багатокри-
теріальної задачі прийняття рішень: 

.0 ,04 ,04- ,5 max,2 max, 2,12121212121 ≥≤−≤+≤+→+→+ xxxxxxxxxxx  

4. Проілюструвати побудову множини ефективних альтернатив за 
необхідньою і достатньою умовою оптимальності для багатокрите-
ріальної задачі прийняття рішень: 

.0 ,2,3 ,4 max,- max,2 2,1221212121 ≥≤≤−≤+→+→+ xxxxxxxxxx  

 5. Проілюструвати побудову множини ефективних альтернатив 
за необхідньою і достатньою умовою оптимальності для багатокри-
теріальної задачі прийняття рішень: 

.0 ,82 ,02- max,3 max,3 2,121212121 ≥≤+≤+→+→+ xxxxxxxxx  

6. Проілюструвати побудову множини ефективних альтернатив за 
необхідньою і достатньою умовою оптимальності для багатокрите-
ріальної задачі прийняття рішень:  

.0 ,04 ,04- ,5 max,2 max,2 2,12121212121 ≥≤−≤+≤+→+→+ xxxxxxxxxxx  

7. Проілюструвати побудову множини ефективних альтернатив за 
необхідньою і достатньою умовою оптимальності для багатокрите-
ріальної задачі прийняття рішень: 

.92 ,1535- ,3 max,3 max,2 2121212121 ≤+−≤−≤−→+→+ xxxxxxxxxx  
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8. Проілюструвати побудову множини власне ефективних альте-
рнатив за необхідньою і достатньою умовою оптимальності для ба-
гатокритеріальної задачі прийняття рішень:  

0 ,42 max, max, 21
2
2

2
121 ≥≤+→→ ,xxxxx . 

9. Проілюструвати побудову множини власне ефективних альте-
рнатив за необхідньою і достатньою умовою оптимальності для ба-
гатокритеріальної задачі прийняття рішень:  

0 ,42 max, max, 21
2
2

2
1211 ≥≤+→+→ ,xxxxxx . 

 
§3. Методи багатокритеріальної оптимізації 

 
Висновок, який можна зробити з попереднього розділу, полягає в 

тому, що вибір альтернативи, яка буде розв'язком задачі багатокри-
теріальної оптимізації, потрібно робити з множини ефективних аль-
тернатив (чи слабко-ефективних альтернатив, чи власно-ефективних 
альтернатив) – в залежності від вимог ОПР і предметної області, в 
якій приймається рішення (далі, для спрощення викладання припус-
тимо, що вибирається ефективна альтернатива). 
Але яку, однак, ефективну альтернативу вибирати? Звичайно, якщо 

множина абсолютно-оптимальних альтернатив не є порожньою, то 
будь-яка з них (слід нагадати, що всі абсолютно-оптимальні альтерна-
тиви рівноцінні між собою) може вважатися розв'язком багатокритеріа-
льної задачі. Як було з'ясовано вище, на практиці такі задачі зустріча-
ються досить рідко. Таким чином, потрібно вирішити, що робити у ви-
падку, коли множина абсолютно-оптимальних альтернатив є порож-
ньою. Оскільки ефективні альтернативи є непорівнянними між собою 
за перевагою, яка задається критеріями задачі, а якимось чином їх не-
обхідно порівняти, то для цього потрібна додаткова інформація окрім 
тієї, яка є при порівнянні альтернатив за кожним критерієм окремо. То-
чніше, для порівняння ефективних альтернатив, потрібна додаткова 
інформація про перевагу не на множині альтернатив, а на множині кри-
теріїв, тобто інформація такого типу: скількома одиницями виграшу за 
одними критеріями можна компенсувати програшем за іншими крите-
ріями. Джерелом такої інформації може бути як ОПР, так і специфіка 
предметної області, в якій розв'язується задача прийняття рішення. 

Правила вибору ефективних альтернатив. Те, що у рамках по-
становки багатокритеріальної задачі проблема вибору єдиної ефек-
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тивної альтернативи не може бути розв'язаною, потребує уведення 
деякого правила (позначимо його через R) вибору єдиної альтерна-
тиви з множини ефективних альтернатив. 
Нехай ),( fXR  – множина альтернатив багатокритеріальної  

задачі: 
{ }))(),...,(()(max 1 xfxfxf m

Xx
=

∈
, 

яка задовольняє правилу вибору R. Сформулюємо умови, яким це 
правило повинно задовольняти у загальному випадку (так звані умо-
ви раціональності, сформульовані Вільгельмом [1]). 

1. Вибір повинен бути зробленим завжди, тобто ∅≠),( fXR . 
2. Вибирається ефективна альтернатива, тобто )(),( XPfXR ⊆ .  
3. Єдиність вибору потрібно розуміти не буквально, що обов'яз-

ково вибрати тільки одну альтернативу. Будемо вважати, що прави-
ло вибору R однозначно визначає розв'язок багатокритеріальної за-
дачі, якщо всі альтернативи, що задовольняють цьому правилу є рів-
ноцінними, тобто якщо ),("  ,' fXRxx ∈ , то 'x ∼ "x . 

4. Більше того, якщо ми вибираємо якусь альтернативу, для якої у 
множині альтернатив є рівноцінна, то і вона повинна вибиратися цим 
же правилом вибору, тобто якщо "  ,"  ),,(' xXxfXRx ∈∈ ∼ 'x , то ),(" fXRx ∈ . 

5. Якщо розглядати дві ситуації прийняття рішення за одним і 
тим же вектором критеріїв f, але на множинах альтернатив таких, що 
одна з множин X' є підмножиною іншої X, то вибір ),( fXR  з "більш 
широкої" множини альтернатив X, якщо він належить "більш вузь-
кій" множині альтернатив '),( XfXR ⊆ , повинен бути вибором з 
цієї множини. Тобто якщо ∅≠∩ '),( XfXR , то 

),'('),( fXRXfXR =∩ . 
Звичайно, правил вибору, які задовольняють цим умовам, можна 

побудувати необмежену кількість, але в цьому немає нічого поганого, 
оскільки це дає можливість пристосуватися до будь-якої ОПР і спе-
цифіки предметної області. Незважаючи на такий широкий спектр 
різних можливих правил вибору, серед них можна виділити певні 
класи. 

1. Правила вибору, які безпосередньо визначені на множині ефе-
ктивних альтернатив, тобто )),((),( fXPRfXR = . Перевагою таких 
правил є їх простота, а суттєвим недоліком – необхідність побудови 
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усієї множини ефективних альтернатив. 
2. Правила вибору, які є суперпозицією двох правил вибору: 

правила вибору ),(' fXR , що є визначеним на множині альтернатив 
і вибирає деяку підмножину альтернатив, яка містить як ефективні, 
так і неефективні альтернативи, і правила вибору )),,('( ffXRR , що 
є визначеним на множині вже попередньо вибраних альтернатив і 
вибирає тільки ефективну альтернативу. Такий розподіл правила 
вибору на два правила в деяких практичних ситуаціях дозволяє реа-
лізувати досить ефективний вибір. 

3. Діалогові процедури вибору. Цей клас правил вибору враховує 
той факт, що формалізація правила вибору в багатьох практичних 
ситуаціях прийняття рішень ускладнюється наявністю "людського" 
фактору. Справа в тому, що навіть припускаючи наявність у ОПР 
якоїсь системи переваг, може статися так, що ОПР не завжди її усві-
домлює і ця система переваг може усвідомлюватися (формуватися) 
ОПР тільки у процесі прийняття рішення, з часом змінюватися. То-
му, якщо вибрано якусь альтернативу, її вже після вибору потрібно 
перевірити на відповідність перевагам ОПР (які вже можуть зміни-
тися) і при необхідності підкоректувати правило вибору. 
Ці міркування приводять до необхідності створення правил вибо-

ру у вигляді діалогової процедури, яка являє собою ітеративний 
процес взаємодії між ОПР і комп'ютером. Кожна ітерація i, i=1,2,…, 
складається з двох етапів: 

1. Обчислювальний етап. На цьому етапі комп'ютер використо-
вує отриману від ОПР інформацію для побудови (корекції) правила 

вибору, визначає ефективну альтернативу ),( fXRx ii =  і формує 
допоміжну інформацію для визначення переваг ОПР. 

2. Етап прийняття рішення. ОПР аналізує отриману від комп'ю-
тера ефективну альтернативу та допоміжну інформацію. Якщо ця 
інформація задовольняє ОПР, то ОПР приймає рішення про вибір 

ix , у протилежному випадку дає нову інформацію для комп'ютера, 
завдяки якій буде робитися інший вибір і т.д. 
Методи багатокритеріальної оптимізації являють собою чисельну 

реалізацію певного правила вибору ефективної (слабко-ефективної, 
власно-ефективної) альтернативи, тому цілком природньо класифі-
кувати їх за типами інформації, яку дає ОПР для формування прави-
ла вибору. Розглянемо наступну класифікацію методів багатокрите-
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ріальної оптимізації. 
♦ Методи, які не використовують інформацію про перевагу на 

множині критеріїв. 
♦ Методи, які використовують один тип інформації про перевагу 

на множині критеріїв. 
♦ Методи, які використовують різні типи інформації про перева-

гу на множині критеріїв. 
♦ Спеціальні методи. 
Згідно цій класифікації наведемо короткий огляд відомих методів 

багатокритеріальної оптимізації. 
Метод ідеальної точки. Цей метод не використовує допоміжну ін-

формацію від ОПР про перевагу на множині критеріїв. Це може відбува-
тися, коли у ОПР ця інформація відсутня або, при наявності, її не можна 
застосувати з деяких причин. В цьому випадку робиться припущення 
про наявність, так званого, "оптимального" розв'язку задачі багатокрите-
ріальної оптимізації, який може бути знайдено шляхом перетворення 
багатокритеріальної задачі у відповідну скаляризовану (однокритеріаль-
ну) задачу. 

Ідеальною називається точка m
sm Raaa ∈= ),...,( 1 , 

max ( ),   i i
x X

a f x i M
∈

= ∈ , m
sR  - m  - вимірний метричний простір  з по-

казником метрики 1≥s . Правило вибору компромісу R у цьому ме-
тоді полягає у знаходженні альтернативи, яка має оцінку, що є най-
ближчою до ідеальної точки.  

Визначимо відстань 
1

1

( ( ), ) ( ( ) )
m

s s
s i i

i

f x a f x aρ
=

= −∑  між точками 

( )f x  і a  у метричному просторі m
sR  з показником метрики 1≥s . 

Тоді, згідно з цим методом, знайдемо компроміс як розв'язок, так 

званої, скаляризованої задачі 
1

1

* A rg min( ( ) )
m

s s
i i

x X
i

x f x a
∈ =

∈ −∑ . Значен-

ня показника метрики s вибирається в залежності від предметної об-
ласті. На практиці в основному використовують значення ∞= ,2,1s . 
Вибирають 2=s  (Евклідів простір) у випадках, коли критерії 

мають зміст відстані чи інших фізичних величин, для яких Евклідова 
метрика є змістовною. В цьому випадку компромісна альтернатива 

*x  знаходиться як розв'язок скаляризованої задачі:  
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 ∑
∈∈

−
Mi

ii
Xx

axf 2))((min . (3.1) 

При ∞= ,1s  критерії можуть мати будь-який інший зміст (напри-
клад, вартість, надійність, тривалість і т.д.) і скаляризовані задачі 
приймуть відповідно вигляд: 

 ∑∑
∈∈∈∈

=−
Mi

i
XxMi

ii
Xx

xfaxf )(max)(min , (3.2) 

 ( )ii
MiXx

ii
MiXx

axfaxf −=−
∈∈∈∈

)(minmax)(maxmin .  (3.3) 

Задача (3.2) вибирається, коли ОПР оцінює "відстань" до ідеалу як 
сумарну нев'язку за всіма критеріями і така оцінка має певний зміст у 
предметній області, в якій розв'язується задача. Наприклад, такий випа-
док буде мати місце, якщо розглядати вихідну  двохкритеріальну задачу, 
в якій  максимізуються: прибуток фірми і заробітна платня її співробіт-
ників. Тоді цільова функція скаляризованої задачі (3.2) буде мати зміст 
частини доходів фірми. 
Задача (3.3) вибирається, коли ОПР оцінює "відстань" до ідеалу 

як максимальну нев'язку за всіма критеріями (тобто за "найгіршим" 
по значенню показнику). 
Якщо критерії багатокритеріальної задачі мають різні шкали 

(одиниці вимірювання, масштаб), то, як правило, їх спочатку зводять 
до безрозмірної шкали [ ]1,0 . Тоді задачі (3.2), (3.3)  приймають відпові-
дно вигляд: 

min

min min

( ) ( )
max ( ( ) 1) max maxi i i

i
x X x X x X

i M i M i Mi i i i

f x f f x
f x

a f a f∈ ∈ ∈∈ ∈ ∈

−
− ⇒ ⇒

− −∑ ∑ ∑  

( ) 










−
−=









−

−
−=−

∈∈∈∈∈∈ minmin

min )(
minmax1

)(
minmax1)(minmax

ii

ii

MiXx
ii

ii

MiXx
i

MiXx fa

axf

fa

fxf
xf . 

Слід врахувати, що для будь-якого )()( ),1[ YPYRs ⊆∞∈  і для 

)()(  YSYRs ⊆∞= . Якщо множина Y строго опукла, то .1)( =YR  

Приклад  3.1. Методом ідеальної точки розв'язати наступну задачу: 

.40

,5

max,2

max,3

2,1

21

21

21

≤≤
≤+

→+
→+

x

xx

xx

xx
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Визначимо ідеальну точку: 
( ) ===

∈ i
Yy

i yaaaa max:, 21  

( ) .2,1  ,max ==
∈

ixfi
Xx

 На рисунку 

3.1 зображена множина альтерна-
тив X; лінії рівнів першого й дру-
гого критеріїв, відповідно (1), (2); 

)4,1("  ),1,4(' == xx  – найкращі від-
повідно за першим й другим крите-
рієм задачі альтернативи, 131 =a , 

92 =a  (максимуми 1-го та 2-го 
критеріїв). Таким чином, ).9,13(=a  
Розглянемо випадки що пов'язані з 

вибором різних метрик. 
Випадок 1. При 1=s  скаляризована задача має вигляд: 

( )
∑

=∈ −

m

i ii

i

Xx fa

xf

1
min

max . 

З врахуванням того, що мінімальні значення критеріїв задачі дорів-
нюють нулю, отримаємо наступну задачу лінійного програмування: 

.40

,5

max,78

2,1

21

21

≤≤
≤+

→+

x

xx

xx

 

З Рис. 3.1 неважко бачити, що оптимальним розв'язком скаляризо-
ваної задачі (на рис. 3.1 зображена лінія рівня (3) цільової функції ска-
ляризованої задачі) буде точка ( )1,4'=x , яка і вважається шуканою 
ефективною альтернативою вихідної задачі. 
Випадок 2. При 2=s  скаляризована задача має вигляд: 

( )∑
=∈

−
m

i
ii

Xx
axf

1

2)(min . В нашому випадку отримаємо наступну задачу ква-

дратичного опуклого програмування: 

min,)92()133( 2
21

2
21 →−++−+ xxxx  

.40 

,5

2,1

21

≤≤
≤+

x

xx
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Розв'яжемо цю задачу аналітично. На рисунку 3.2 зображені лінії 
рівня цільової функції скаляризованої задачі, які мають вигляд кон-

центричних еліпсів з центром в точці )
5

.14
,

5

17
(=O , яка є точкою бе-

зумовного мінімуму цієї функції і знаходиться як розв'язок системи 

рівнянь:




=+
=+

.92

,133

21

21

xx

xx
 

З рисунка 3.2 також видно, що умовний мінімум функції досяга-
ється в точці *x , яка знаходиться на границі множини альтернатив, 
що описується рівнянням 521 =+ xx . Це дає можливість знайти *x  
як розв'язок такої задачі квадратичного нелінійного програмування: 

( ) ( )
.5

min,92133

21

2
21

2
21

=+
→−++−+

xx

xxxx
 

Скористаємося методом мно-
жників Лагранжа. Функція Лагра-
нжа для цієї задачі буде мати на-
ступний вигляд: 

( ) ( )2
21 33, ++= xxyxL

( ) ( )592 21
2

21 −++−++ xxxx λ .  
За теоремою Куна -Таккера 

будемо шукати *x  як відповідну 
компоненту сідлової точки 

( ) ( )
2 1

, Argmin max ,
x R R

x L x
λ

λ λ∗ ∗

∈ ∈
=  фу-

нкції Лагранжа. Запишемо необ-
хідні умови екстремуму функції 
Лагранжа: 

( ) ( )

( ) ( )

,05

,09241332

,09221336

21

2121
2

2121
1

=−+=
∂
∂

=+−++−+=
∂
∂

=+−++−+=
∂
∂

xx
L

xxxx
x

L

xxxx
x

L

λ

λ

λ

 

які будуть і достатніми умовами існування сідлової точки, оскільки 
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у нашому випадку ),( λxL є строго опуклою за змінними x. Отже, 

остаточно одержимо 






=∗

5

8
,

5

17
x . 

Випадок 3. При ∞=s  скаляризована задача має вигляд: 

( ) ( )
min,1min

min

,1,1
minmax1maxmin)(maxmin

ii

ii

miXx
ii

ii

miXx
ii

miXx fa

axf

fa

fxf
xfa

−
−−=










−
−−=−

=∈=∈=∈
. 

З урахуванням того, що мінімальні значення критеріїв задачі до-
рівнюють нулю, отримаємо наступну задачу: 

.40                

  ,5                 

max,
9

92
,

13

133
min

2,1

21

2121

≤≤
≤+

→






 −+−+

x

xx

xxxx

 

На рисунку 3.3 бачимо, що 
лінії рівня цільової функції 
скаляризованої задачі мають 
вигляд кутів, вершини яких 
знаходяться на прямій 

01714 21 =− xx . Ця пряма за-
дається умовою рівності ар-
гументів функції { }...min , а 
бокові сторони паралельні 
лініям рівня (1), (2) відповід-
них критеріїв початкової за-
дачі.Максимум досягається в 

точці )
31

8
2 ,

31

23
2(* =x . 

 
Метод вибору за кількістю домінуючих критеріїв. Цей метод та-

кож не використовує допоміжну інформацію від ОПР про перевагу на 
множині критеріїв. Правило вибору R за цим методом враховує взаємні 
співвідношення (типу "більше" й "менше") між оцінками альтернатив й 
не враховує величини різниць оцінок. Метод призначений для розв'язку 
багатокритеріальних задач з дискретною множиною альтернатив, яка 
має невелику потужність (може бути перебрана за реальний час).  
Нехай q(x,x') – кількість критеріїв, за якими альтернатива x' стро-
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го переважає альтернативу x. Покладемо )',(max)(
'

xxqxQ
Xx∈

=  й визна-

чимо ).(min xQQ
Xx∈

=  Тоді за правилом вибору R, яке розглядається, 

вибираються альтернативи, які відповідають величині Q  (доміную-
чому показнику множини X). 
Основні властивості методу полягають у наступному:  
R(X)=R(P(X)), тобто вибір за цим методом з усієї множини альте-

рнатив і вибір з множини ефективних альтернатив – співпадають; 
R(X)⊆P(X) – метод вибирає ефективні альтернативи.  
Слід зауважити, якщо q(x,x') – кількість критеріїв, за якими аль-

тернатива x' сильно переважає альтернативу x, то цей метод вибирає 

слабко-ефективні альтернативи. 
Приклад  3.2. За кількістю домінуючих критеріїв вибрати ефектив-

ну альтернативу в наступній трьохкритеріальній задачі максимізації, 
яка описується таблицею 3.1. Розв'язок знаходиться з наступної таблиці 
3.2. З останньої таблиці бачимо, що 1)(min ==

∈
xQQ

Xx
 і цьому значен-

ню домінуючого показника множини альтернатив відповідає ефек-
тивна альтернатива 3x . Варто звернути увагу на те, як вибиралися 

значення, наприклад, 3),( 32 =xxq  і 0),( 42 =xxq . Дійсно, альтерна-

тива 3x  строго переважає альтернативу 2x  за трьома критеріями, 
оскільки між відповідними компонентами їх оцінок є дві рівності й 
одна строга нерівність, а альтернатива 4x  строго переважає альтер-

нативу 2x  за нульовою кількістю критеріїв, не зважаючи на те, що 

Табл.3.1 
X Y 

1x  (5,3,4) 

2x  (4,5,5) 

3x  (4,5,6) 

4x  (4,5,3) 

5x  (4,3,6) 

6x  (5,3,1) 

7x  (4,4,2) 

 

Табл. 3.2. 
x \ x’ 

1x  2x  3x  4x  5x  6x  7x  Q(x) 

1x  0 2 2 1 2  0 1 2 

2x  1 0 3 0 2 1 0 3 

3x  1 0 0 0 0 1 0 1 

4x  2 3 3 0 2 0 0 3 

5x  2 3 3 2 0 2 2 3 

6x  3 2 2 2 2 0 2 3 

7x  2 3 3 3 2 1 0 3 
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дві перші компоненти їх оцінок – рівні, оскільки жодної строгої не-
рівності оцінок на користь альтернативи 4x  – немає.  

Метод послідовних поступок. Особливістю методу є те, що кри-
терії багатокритеріальної задачі повинні бути попередньо впорядко-
вані за зменшенням їх важливості, після чого вибір розв'язку задачі 
здійснюється шляхом виконання багатокрокової діалогової процеду-
ри. Діалогова процедура послідовних поступок складається з одного 
попереднього і m основних кроків (нагадаємо, що m – це кількість 
критеріїв). 

0 – крок. Критерії впорядковуються за зменшенням їх важливості 
(будемо вважати, що mfff fff ...21 ) за думкою ОПР. 

і – й крок ( mi ,1= ). Розв'язується однокритеріальна задача: 

).(   ,

max,)(

1 XGGx

xf

i

i

≡∈
→

 

Позначимо через ix  її оптимальний розв'язок. Далі обчислюється 

оцінка ))(),...,(( 1
i

m
ii xfxfy = . ОПР аналізує отриману оцінку й у випа-

дку, коли вона його не задовольняє, визначає величину поступки if∆  
за i – м критерієм, на яку він може погодитися з метою покращання 
показників за іншими, менш важливими критеріями. Якщо крок не є 
останнім (i < m), то визначається "уточнена" множина альтернатив 

{ }ii
iiii fxfxfGxG ∆−≥∈=+ )()(1  і здійснюється перехід на наступний 

крок. У протилежному випадку – альтернатива ix  вибирається як 
розв'язок багатокритеріальної задачі і процедура закінчується. 
На m –му кроці ОПР повинна чи погодитися з отриманою альтер-

нативою, чи повторно виконати процедуру. В цьому випадку ОПР 
збагачується знанням про взаємозв'язок поступок за критеріями та 
значеннями менш важливих критеріїв. 
Слід зауважити, що метод не обмежує можливості ОПР у виборі 

ефективних альтернатив. Це обґрунтовується наступною теоремою. 
Теорема 3.1 (О. Вентцель). Для будь-якого впорядкування крите-

ріїв і будь-якої ефективної альтернативи *x  існує послідовність не-
від'ємних поступок { } miif ,1=∆  таких, що на останньому кроці проце-

дури буде отримана множина ефективних альтернатив, всі елементи 
якої рівноцінні *x . 
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Слід відмітити, якщо на перших кроках ОПР давав великі зна-
чення поступок, то ефективна альтернатива, яка отримується в кінці 
процедури, може мати більш високі показники за менш важливими 
критеріями. І навпаки, якщо ОПР намагається отримати високі пока-
зники за більш важливим критерієм, він може отримати ефективну 
альтернативу з неприпустимо малими показниками за менш важли-
вим критеріям. З цих міркувань можна зробити висновок, що дуже 
важливо вірно впорядкувати критерії, тоді ОПР може обмежитись 
аналізом попарного зв'язку критеріїв. 
Серед недоліків методу слід відмітити, що тільки на першому 

кроці методу величина поступки відповідає її фактичній величині, 
оскільки вона визначена на всій множині альтернатив. На наступних 
кроках величина поступки може бути значно меншою за її фактичну 
величину, оскільки вона визначається на "уточненій" множині аль-
тернатив. Недоліком методу є також зростання обчислювальної 
складності задач оптимізації з кількістю зроблених кроків, оскільки 
на кожному кроці додається нове обмеження. Метод використовує 
два типи інформації від ОПР: інформацію про впорядкування крите-
ріїв і про діапазони значень критеріїв. 
Приклад  3.3. Методом послідовних поступок розв'язати наступ-

ну трьохкритеріальну задачу:  

.40

,5

max,

max,2

max,2

2,1

21

21

21

21

≤≤
≤+

→−−
→+
→+

x

xx

xx

xx

xx

 

На рисунку 3.4 зображена 
множина альтернатив X; лінії 
рівнів першого й другого кри-
теріїв, відповідно (1), (2), (3); 

"',"  ,' xxx  – найкращі, відпові-
дно за першим, другим і тре-
тім критеріями задачі, альтер-
нативи. Будемо вважати, що 

критерії вже впорядковані за зменшенням їх важливості і знайдемо 
максимум першого критерію на множині альтернатив: 
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.40

,5

max,2

2,1

21

21

≤≤
≤+

→+

x

xx

xx

 

Отримаємо ефективну альтернативу ( )1 ,4'=x , яка має оцінку 

( )1 9 6 5y , ,= − . Припустимо, що отриманий результат не задовольняє 

ОПР. Тоді визначимо величину поступки 1f∆ , на яку можна погодити-

ся, щоб покращити значення інших критеріїв. Нехай 11 =∆f , "уточне-

на" множина альтернатив: ( ){ }8,: 1
1
112 =∆−≥∈= fyxfXxxG . 

На другому кроці максимізуємо другий критерій на уточненій 
множині альтернатив: 

.82

,40

,5

max,2

21

2,1

21

21

≥+
≤≤
≤+

→+

xx

x

xx

xx

 

З рисунка 3.5 бачимо, що 
розв'язком задачі буде ефек-
тивна альтернатива ( )2 ,3"=x , 

яка має оцінку ( )5 ,7 ,82 −=y . 
Припустимо, що отриманий 
результат також не задоволь-
няє ОПР. Тоді визначимо ве-
личину поступки 2f∆ , на яку 

можна погодитися, щоб покращити значення третього критерію. Не-
хай 12 =∆f  та "уточнена" множина альтернатив: 

( ){ }6,: 2
2
2223 =∆−≥∈= fyxfGxxG . 

Тепер (крок 3) на цій множині максимізуємо третій критерій: 

.62

,82

,40

,5

max,

21

21

2,1

21

21

≥+
≥+

≤≤
≤+

→−−

xx

xx

x

xx

xx
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Звідси (це можна побачити 
на Рис. 3.6) знаходимо ефек-
тивну альтернативу 








=
3

4
;

3

103x , яка має оцінку 

( )3
24 ,6 ,83 −=y .  

Якщо ОПР не влаштовують 
отримані результати, вона по-
вертається на відповідний 
крок, де була зроблена ( на 
думку ОПР ) невірна поступ-
ка. В іншому випадку проце-
дура закінчується. 

Метод послідовного вводу обмежень. Характерною особливіс-
тю цієї діалогової процедури є послідовне (на кожному кроці) вве-
дення обмежень на альтернативи, які мають незадовільні, з точки 
зору ОПР, значення критеріїв. 

 k -й крок (k=1,2,…). Обчислюються оптимальні значення кожно-
го критерію окремо на "уточненій" множині альтернатив: 

;  ;,1  ),(max 1
)*( XGmixff i

Gx

k
i

k

≡==
∈

 

і формується вектор "ідеальної" оцінки на уточненій множині альте-

рнатив: ).,...,( )*()*(
1

)*( k
m

kk fff =  Далі визначається вагові коефіцієнти 

критеріїв )()(
1 ,..., k

m
k αα  наступним способом. Складається матриця 

mji
k

ij
k

,1,
)()( )( == σσ  переваг ОПР на множині критеріїв, кожна пара си-

метричних елементів якої ),( )()( k
ji

k
ij σσ  характеризує відносну важли-

вість i -го критерію у порівнянні з j -м. Значення кожної пари елеме-
нтів цієї матриці вибирається так: (8,1) – при подавляючій перевазі i 
-го критерію над j -м; (4,1) – при значній перевазі; (2,1) – при "зви-
чайній" перевазі; (1,1) – при рівноцінності критеріїв. Тепер розрахо-
вуються вагові коефіцієнти критеріїв за такою формулою: 

.,1  ),/()(
1 11

)( mi
m

r

m

s
rs

m

s
is

k
i == ∑∑∑

= ==
σσα  У результаті розв'язку задачі: 
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∑
=∈

m

i
i

k
i

Gx
xf

k 1

)( ),(max α  визначається альтернатива kx  та її оцінка 

))(),...,(( 1
k

m
kk xfxfy = . 

ОПР аналізує отриману альтернативу та оцінку ky  шляхом її спі-

вставлення з "ідеальною" оцінкою )*( kf . Якщо оцінка ky  задоволь-

няє ОПР, то процедура закінчується, а альтернатива kx  приймається 
за розв'язок вихідної задачі. Інакше, вказується номер },...,1{ ms∈  
критерію, значення якого найменш, на думку ОПР, його задоволь-
няє; визначається, до якого рівня sξ  потрібно покращити значення 
цього критерію, формується нова "уточнена" множина альтернатив 

{ }sskk xfGxG ξ≥∈=+ )(1  і здійснюється перехід на наступний крок. 

Приклад  3.4. Методом послідовного вводу обмежень розв'язати 
наступну двохкритеріальну задачу: 

( ) ( ) .0 ,411

max,2  max,2

2,1
2

2
2

1

2121

≥≤−+−

→+→+

xxx

xxxx
 

На рисунку 3.7 зображена множина альтернатив X; лінії рівнів 
першого й другого критеріїв, відповідно (1) і (2); 

  ),15
52 ,15

54(' ++=x   )15
54  ,15

52(" ++=x  – найкращі, відповідно 

за першим і другим критерієм задачі, альтернативи. 
Крок 1. Обчислюємо опти-

мальні значення кожного кри-
терію окремо на всій множині 
альтернатив і отримуємо век-
тор "ідеальної" оцінки 

)5.7 ,5.7()1*( ≈f . Нехай перший 
критерій значно переважає 
другий. Тоді матриця переваг 
критеріїв буде мати такий ви-

гляд: (1) 1 4

1 1
σ  

=  
 

. Знайдемо 

вагові коефіцієнти критеріїв 
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7

2

7

11
  ,

7

5

1114

14 )1(
2

)1(
1 =+==

+++
+= αα . Із задачі: 

( ) ( ) ,0  ,411               

max,)34(
7

3
)2(

7

2
)2(

7

5

2,1
2

2
2

1

212121

≥≤−+−

→+=+++

xxx

xxxxxx
 

визначимо ефективну альтернативу )5
11,5

13(1 =x  та її оцінку 

)7  ,4.7(1 =y . Нехай ми вирішили, що в результаті порівняння отри-

маної оцінки і "ідеальної" оцінки )5.7 ,5.7()1*( ≈f  другий критерій 
приймає неприпустимо мале значення. Встановимо мінімальний рі-
вень цього критерію 2.72 =ξ , отримаємо "уточнену" множину аль-

тернатив { }2.72 2112 ≥+≡∈= xxXGxG . 

Крок 2. На рисунку 3.8 зображено 
множину 2G . 
Обчислюємо оптимальні значення 

кожного критерію окремо на "уточне-
ній" множині альтернатив і отримаємо 
вектор "ідеальної" оцінки 

)5.7 ,28.7()2*( ≈f . Нехай тепер критерії 
рівноцінні для ОПР. Тоді матриця пе-
реваг критеріїв буде мати такий вигляд: 









=

11

11)2(σ . Обчислюємо вагові кое-

фіцієнти критеріїв 

2

1

1111

11)1(
1 =

+++
+=α , 

2

1

4

11)1(
2 =+=α . 

Розв'язавши задачу: 

( ) ( ) ,0 ,2.72  ,411 

max,)(
2

3
)2(

2

1
)2(

2

1

2,121
2

2
2

1

212121

≥≥+≤−+−

→+=+++

xxxxx

xxxxxx
 

визначимо ефективну альтернативу )12,12(2 ++=x  та її оцінку 

)82.4  ,82.4()222  ,222(1 ≈++=y  (на Рис. 3.8 зображені: (1) – лі-
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нія рівня цільової функції задачі, x  – розв'язок задачі).  
Якщо отримана ефективна альтернатива та її оцінка задовольняють 

ОПР, то процедура закінчується. У протилежному випадку – перехід на 
наступний крок. 
В цьому методі можуть використовуватися й інші способи вияв-

лення переваг )()(
1 ,..., k

m
k αα  на множині критеріїв, k  - номер кроку. 

Наприклад, нехай klx  – альтернатива, яка максимізує l – й критерій 
на множині *( ) min( ); ,k k

k i iG f f  –відповідно найкраще та найгірше зна-

чення і – го критерію на цій множині. Далі, для mi ,1= , обчислю-
ються величини:  

чи 
*( )

( )
*( ) min( )1,

( )
max  

k kl
k i i

i k kl m
i i

f f x

f f
δ

=

−=
−

, 

    чи 
*( )

( )
*( ) min( )

1

( )1
,  

k klm
k i i

i k k
l i i

f f x

m f f
δ

=

−=
−∑  

відповідно чи максимальне, чи середнє відносне відхилення від най-
кращого значення і – го критерію на альтернативах, що максимізу-
ють інші критерії. Вагові коефіцієнти критеріїв визначаються за фо-
рмулою:  

.,1),/(
1

)()()( mi
m

j

k
j

k
i

k
i == ∑

=
δδα  

Метод використовує два типи інформації від ОПР: інформацію 
про відносну важливість критеріїв та інформацію про діапазони 
значень критеріїв. 

Метод бажаної точки. Особливістю цієї діалогової процедури є 
необхідність задання ОПР бажаних значень критеріїв для визначен-
ня переваги на множині критеріїв. 

0 -крок. Розраховуються "найкращі" і "найгірші" значення крите-

ріїв: mixfhxff i
Xx

ii
Xx

i ,1  ),(min ),(max ** ===
∈∈

, здійснюється монотонне 

перетворення критеріїв до нормованого безрозмірного вигляду:  

mi
hf

xff
xw

ii

ii
i ,1  ,

)(
)(

**

*

=
−

−
= . 

k -й крок (k=1,2,…). ОПР аналізує отриманий на попередньому 
кроці розв'язок та його оцінку у порівнянні з "найкращими" і "найгі-
ршими" значеннями критеріїв і вказує бажані значення критеріїв 
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.,1  ],,[ ** mifh ii
k
i =∈ξ  
Здійснюється перетворення бажаних значень цільових функцій 

до нормованого безрозмірного вигляду mi
hf

f
w

ii

k
ik

i
i ,1  ,
**

*

=
−
−

=
ξ

. 

Обчислюються вагові коефіцієнти критеріїв:  

miww
m

j

m

jll

k
l

m

ijj

k
j

k
i ,1  ),/()(

1 ,1,1

== ∑ ∏∏
= ≠=≠=

ρ . 

Слабко ефективна альтернатива kx  знаходиться як розв'язок од-

нокритеріальної задачі: )(minmax
,1

xwi
k
i

miXx
ρ

=∈
. Обчислюється оцінка 

))(),...,(( 1
k

m
kk xfxfy = . Якщо отримані значення цільових функцій 

задовольняють ОПР, то процедура закінчується, у протилежному 
випадку – переходимо на наступний крок. Цей метод використовує 
тільки один тип інформації від ОПР про бажані значення критеріїв. 
Приклад  3.5. Розв'язати методом бажаної точки таку задачу: 

.40  ,5max,2max,2 2,1212121 ≤≤≤+→+→+ xxxxxxx  

На рисунку 3.9 зображена множина альтернатив X; лінії рівнів першо-
го й другого критеріїв, відповідно (1), (2); )4 ,1("  ),1 ,4(' == xx  – найкращі, від-
повідно за першим і другим критерієм задачі, альтернативи.  

0 – крок. Обчислюємо "найкращі" і "найгірші" значення критері-

їв: 0 ,9 ,0  ,9 *
2

*
2

*
1

*
1 ==== hfhf  і здійснимо монотонне перетворення 

критеріїв до нормованого безрозмірного вигляду: 
1 2

1

9 2
( )

9 0

x x
w x

− −=
−

, 

1 2
2

9 2
( )

9 0

x x
w x

− −=
−

. 

Крок 1. ОПР вказує бажані 
значення критеріїв 

.2,1  ],9,0[1 =∈ iiξ  Нехай, напри-

клад, 
7

15  ,7
63 1

2
1
1 == ξξ . Здійс-

нюємо перетворення бажаних 
значень цільових функцій до нор-
мованого безрозмірного вигляду:
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7

3

9
7

159
  ,

7

4

9
7

639
1
2

1
1 =

−
==

−
= ww . 

Обчислюємо вагові коефіцієнти критеріїв:  

7

4

7
4

7
3

7
4

  ,
7

3

7
4

7
3

7
3

1
2

1
1 =

+
==

+
= ρρ . 

Ефективну альтернативу 1x  знаходимо як розв'язок задачі: 

( ) ( ) .40  ,5  max,2
7

4
,2

7

3
min 2,1212121 ≤≤≤+→







 ++ xxxxxxx  

На рисунку 3.10 бачимо лінії рівнів 
49

90
 і 

49

180
 цієї функції, які 

утворюють кути вершини яких x i x* знаходяться на прямій 

21 52 xx = , що визначається умовою 
рівності аргументів функції 

( ) ( )






 ++ 2121 2

7

4
,2

7

3
min xxxx , а бо-

кові сторони паралельні лініям рів-
ня відповідних критеріїв початко-
вої двохкритеріальної задачі. Рівень 

49180  буде максимальним зна-
ченням функції, а точка 

)710,725(*)1( == xx  буде оптима-
льним розв'язком цієї задачі. Обчи-

слюємо оцінку )745,760(1 =y . Як-
що отримані значення критеріїв задовольняють ОПР, то процедура 
закінчується, у протилежному випадку – наступний крок. 

Метод задоволених вимог. Особливістю цієї діалогової проце-
дури є визначення переваги на множині критеріїв шляхом виділення 
так званого "головного критерію". 

k -й крок (k=1,2,…). ОПР виділяє "головний критерій" 
},...,1{  ),( mixfi ∈ , який, на його думку, найбільш за всі інші повинен 

бути покращеним. Далі встановлює мінімально допустимі рівні зна-

чень інших критеріїв ijmjk
j ≠=   ,,1  ,ξ . У результаті розв'язку однокри-
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теріальної задачі: )(max xf i
Gx k∈

, де { }ijmjxfXxG k
jjk ≠=≥∈=   ,,1  ,)( ξ , ви-

значається ефективна альтернатива kx  та її оцінка 

))(),...,(( 1
k

m
kk xfxfy = . 

ОПР аналізує отримане значення головного критерію. Якщо воно не 
задовольняє його, то переходить на наступний крок, залишаючи номер 
головного критерію незмінним. Якщо значення головного критерію 
задовольняє ОПР, то він розмірковує – можливо чи ні деяке погіршення 
значення головного критерію з метою покращення значень інших. Як-
що – "ні", то процедура закінчується. У протилежному випадку – пере-
ходить на наступний крок із метою призначити інший головний крите-
рій.  
Метод використовує два типи інформації від ОПР: інформацію 

про домінування одного критерію над іншими та інформацію про 
діапазони значень критеріїв. 
Приклад  3.6. Методом задоволених вимог розв'язати наступну 

трьохкритеріальну задачу: 

.40

,5

max,

max,2

max,2

2,1

21

21

21

21

≤≤
≤+

→−−
→+
→+

x

xx

xx

xx

xx

 

На рисунку 3.11 зображена множи-
на альтернатив X; лінії рівнів першого, 
другого й третього критеріїв, відповід-
но (1), (2), (3); "',"  ,' xxx  – найкращі, 
відповідно за 1 - 3 критеріями задачі, 
альтернативи. 

Крок 1. ОПР виділяє "головний критерій", наприклад )(2 xf , який, на 
його думку, найбільш за усі інші повинен бути покращеним. Далі вста-
новлює мінімально допустимі рівні значень інших критеріїв, наприклад, 

4  ,7 1
3

1
1 −== ξξ . В результаті розв'язку задачі: 
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,40  ,5

,4  ,72

max,2

2,121

2121

21

≤≤≤+
−≥−−≥+

→+

xxx

xxxx

xx

 

визначаються: )3 ,2('1 == xx ; )5,8,7(1 −=y  (див. рис. 3.12). Якщо отри-
мані значення не задовольняють ОПР, то можна перейти на наступний 
крок і змінити мінімально допустимі рівні першого та третього критеріїв. 
В цьому випадку зміна мінімально допустимого рівня третього критерію 
нічого не дасть, а зміна мінімально допустимого рівня першого критерію 

приведе до зміни розв'язку задачі 
вздовж всієї "північно-східної" грани-
ці множини альтернатив. Якщо зна-
чення головного критерію задоволь-
няє ОПР, то він розмірковує – можли-
во чи ні деяке погіршення значення 
головного критерію з метою покра-
щення значень інших. Якщо – "ні", то 
процедура закінчується. У протилеж-
ному випадку – переходить на наступ-
ний крок з метою призначити інший 
головний критерій. 

Метод векторної релаксації. 
Ця діалогова процедура, призначена для пошуку ефективних альте-
рнатив в задачах багатокритеріальної безумовної оптимізації наступ-

ного вигляду: ,mixf i
Rx n

1  ),(max =
∈

. Припускається, що критерії задачі є 

неперервно-диференційованими угнутими функціями. 
k -й крок (k=1,2,…). Являє собою крок градієнтного методу для 

лінійної згортки критеріїв із ваговими коефіцієнтами 

,mik
i

m

i

k
i

k
m

k 1  ,0  ,1  ,,...,
1

1 =>=∑
=

αααα , що визначаються ОПР за допомогою 

будь-якої процедури експертного оцінювання важливості критеріїв. 

Тобто )(
1

11 ∑
=

−− ∇+=
m

i

k
i

k
i

kkk xfxx αγ , початкове наближення 0x  є будь-якою 

точкою простору nR ; kγ , 0>kγ , – величина кроку, яка знаходиться з 
умови збільшення лінійної згортки критеріїв 
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))((maxarg
1

11

1
1 ∑∑

=

−−

=∈
∇+=

m

i

k
i

k
i

k
m

i
i

k
i

R

k xfxf αγαγ
γ

. Якщо оцінка 

))(),...,(( 1
k

m
kk xfxfy =  знайденої альтернативи задовольняє ОПР, то 

процедура закінчується. У протилежному випадку переходимо на 
наступний крок. 

Слід зауважити, що альтернативи, 
які генеруються цією процедурою, 
тільки в граничному випадку будуть 
ефективними. Тому ОПР, коли аналі-
зує отриману альтернативу, звертає 
увагу не тільки на те, щоб вона відпо-
відала його перевагам на множині 
критеріїв, але і наскільки вона є опти-
мальною за Парето. Оптимальність 
альтернативи оцінюється величиною: 

)(
1
∑

=
∇

m

i

k
i

k
i xfα . 

Приклад  3.7. Розв'язати методом векторної релаксації наступну 
двохкритеріальну задачу: 

max,)1()3(2 121
2

2
2

1 →−+−−−− xxxxx  

.max)3(2)1( 221
2

2
2

1 →−+−−−− xxxxx  
На Рис. 3.13 зображені лінії рівнів цих функцій, жирною лінією по-

значена множина ефективних альтернатив. Градієнти критеріальних фу-
нкцій мають наступний вигляд: 

.)114-2 ,22()(

,)22- ,134()(

21212

21211

T

T

xxxxxf

xxxxxf

+++−=∇

+−+−=∇
 

Нехай Tx )1 ,4(0 = – початкове наближення (на Рис. 3.13 – це x').  
Крок 1. ОПР вибирає перевагу на множині критеріїв. Нехай, напри-

клад, критерії рівноцінні, тобто 5.01
2

1
1 ==αα . Тоді: 








−
+







=∇+∇+=

5.7

5.4

1

4
))()(()( 0

2
1
2

0
1

1
1

01 γααγγ xfxfxx . Величину кроку знахо-

димо з умови найшвидшого спуску, тобто: 

25.0))(())(((minarg 1
2

1
2

1
1

1
1

1 ≈∇+∇= γαγαγ
γ

xfxf . 
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Таким чином, Tx )93.2  ,84.2(1 = (на Рис. 3.13 – це точка x"). Обчислює-

мо оцінку Ty )2  ,7.1(1 = . Якщо оцінка знайденої альтернативи задоволь-
няє ОПР, то процедура закінчується. Оскільки градієнти критеріальних 
функцій у знайденій альтернативі не дорівнюють нулю (це можна як 
обчислити, так і побачити з Рис. 3.13), то переходимо на наступний 
крок. 
Крок 2. Нехай ОПР не змінює перевагу на множині критеріїв, то-

ді легко переконатися (зробивши аналогічні першому кроку обчис-

лення), що T2 3.25)  ,25.3(=x  (на Рис. 3.13 – це точка x*) з оцінкою 
T2 )8

12  ,8
12(=y  буде шуканою альтернативою. 

Метод використовує тільки один тип інформації від ОПР – інфо-
рмацію про відносну важливість критеріїв. 

 
Контрольні завдання до  §3 

 
1. Розв’язати методом ідеальної точки (S=1) наступну багатокри-

теріальну задачу: 
.0 ,62 ,4 max,3 max,2 2,121212121 ≥≤+≤+→+→+ xxxxxxxxx  

2. Розв’язати методом ідеальної точки (S=2) наступну багатокри-
теріальну задачу: 

.0 ,2 ,4 max,- max,2 2,12212121 ≥≤≤+→+→+ xxxxxxxx  

3. Розв’язати методом ідеальної точки (S=∞)  наступну багато-
критеріальну задачу: 

.40 ,2 0 ,22- max,3- max, 21212121 ≤≤≤≤≥+→+→− xxxxxxxx  
4. Розв’язати методом послідовних поступок наступну багатокри-

теріальну задачу: 
.0 ,04. ,04- ,5 max, max, 2,121212121 ≥≤−≤+≤+→→ xxxxxxxxx  

5. Розв’язати методом послідовного вводу обмежень (варіант 1)  
наступну багатокритеріальну задачу: 

.0 ,4 ,93 ,93 max,4 max, 2,1212121211 ≥≤+≤+≤+→+→ xxxxxxxxxx  

6. Розв’язати методом послідовного вводу обмежень (варіант 2) 
наступну багатокритеріальну задачу:  

.0 ,3 ,12- ,5 max, max, 2,121212121 ≥≤−−≤+≤+→→ xxxxxxxxx  

7. Розв’язати методом послідовного вводу обмежень (варіант 3) 
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наступну багатокритеріальну задачу: 
.0 ,623 ,22- max,- max, 2,12121211 ≥≤−≤+→+→ xxxxxxxx   

8. Розв’язати методом бажаної точки наступну багатокритеріаль-
ну задачу: 

.30 ,4 0 ,5 max,2 max,2 21212121 ≤≤≤≤≤+→−→+− xxxxxxxx  
9. Розв’язати методом задоволених вимог наступну багатокрите-

ріальну задачу: 
.22-  ,52 max, max,2 2121221 ≤+−≤≤+≤→−→+ xxxxxxx  

10. Зробити вибір з урахуванням кількості домінуючих критеріїв 
у наступнії багатокритеріальній задачі: 

1 2 1 1 2 1 2 1,2 1,2max,  max,  3 6,   3 0,  0,  x x x x x x x x x− + → → + ≤ − ≤ ≥ - ціле. 

 
Питання для самоперевірки до розділу 4 

 
1. Дайте визначення слабко ефективної оцінки. 
2. Дайте визначення ефективної альтернативи. 
3. Дайте визначення власне ефективної альтернативи. 
4. Сформулюйте необхідну й достатню умови слабкої ефективно-

сті альтернативи. 
5. Сформулюйте необхідну й достатню умови ефективності аль-

тернативи. 
6. Сформулюйте необхідну й достатню умови власної ефективно-

сті альтернативи. 
7. Які ви знаєте основні типи правил вибору. 
8. Яка основна ідея методу ідеальної точки. 
9. Яка основна ідея вибору з урахунком кількості домінуючих 

критеріїв. 
10. Яка основна ідея методу послідовних поступок. 
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РОЗДІЛ 5.  
ПРИЙНЯТТЯ РІШЕНЬ  

В УМОВАХ КОНФЛІКТУ 
 
Конфлікти притаманні життю людини на всіх рівнях її буття – 

міждержавному (ідеологічні, економічні, воєнні конфлікти), всере-
дині суспільства між окремими групами (між поколіннями чи полі-
тичними партіями), між окремими людьми (у трудовому колективі, у 
сім'ї). Основа конфліктів – незбігання інтересів двох або більше сто-
рін. При цьому незбігання інтересів може бути як абсолютним, анта-
гоністичним (виграш однієї сторони досягається за рахунок програ-
шу протилежної), так і не антагоністичним, при якому інтереси сто-
рін не є ні строго протилежними, ні такими, що повністю збігаються 
(виробник–споживач, викладач–студент тощо). Задача політиків, 
економістів, кожної людини, зокрема, – уміти "розумно" розв'язува-
ти конфлікти, по можливості не вибираючи крайніх форм (війна, 
бійка, відрахування студента з вузу і т.д. і т.п.). Для розв'язання 
конфлікту (та ще й "розумного") потрібно перш за все вміти його 
описувати ("формалізувати") та проводити аналіз. Цим займаються 
соціологи, психологи, економісти і т.д., формалізуючи, аналізуючи 
та рекомендуючи ті або інші дії для розв'язання конфлікту. Займа-
ються цим і математики, будуючи математичні моделі та створюючи 
засоби їх аналізу. Особливо інтенсивно розвивається цей напрям у 
математиці і, у першу чергу, у прикладній математиці, в другій по-
ловині XX сторіччя.  

Сітка Томаса-Кілмана. Перед тим як розглянути основні мате-
матичні результати, отримані у цій галузі, розглянемо так звану сіт-
ку Томаса-Кілмана (Рис. 1.1), запропоновану у 1972 р.  
В сітці Томаса-Кілмана на описовому рівні стверджується, що всі 

види розв'язання конфліктів між людьми зводяться до п'яти спосо-
бів, які визначаються чотирма видами дій сторін. Томас та Кілман 
наводять типові ситуації, в яких потрібно застосовувати певний 
стиль дій. 
Конкуренція: 
♦ результат конфлікту дуже для вас важливий; 
♦ ви маєте достатню владу; 



 164 

 

  Рис.1.1.  Міра, в якій ви намагаєтесь  
задовольнити  інтереси другої сторони                          

Конкуренція Співпраця 

Ухилення Пристосування 
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♦ ви маєте авторитет; 
♦ у вас немає іншого вибору; 
♦ ви знаходитесь у критичній ситуації. 
Ухилення: 
♦ результат для вас не дуже важливий; 
♦ ви відчуваєте, що не можете вирішити конфлікт на свою користь; 
♦ ви хочете виграти час; 
♦ ситуація дуже складна; 
♦ у вас недостатньо влади. 
Пристосування: 
♦ вас не дуже хвилює конфлікт; 
♦ ви хочете зберегти мир; 
♦ ви розумієте, що не праві; 
♦ у вас мало шансів перемогти; 
♦ ви розумієте, що вирішити конфлікт на свою користь набагато 

важливіше для іншої сторони. 
Співпраця: 
♦ у вас взаємозалежні стосунки; 
♦ усі сторони мають рівну владу; 
♦ усі можуть викласти свої інтереси і вислухати іншу сторону. 
Компроміс: 
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♦ ви хочете прийти до розв'язку конфлікту швидко; 
♦ ви хочете отримати хоча б щось (максимально можливе у да-

ній ситуації); 
♦ інші підходи виявились неефективними. 
Не дивлячись на нечіткість в описанні сітки Томаса-Кілмана, вона 

цікава у декількох відношеннях. По-перше, вона дає певну класифіка-
цію конфліктних ситуацій, які постійно виникають у житті людини. 
По-друге, вона пов'язує дії (стратегії) людей із ситуаціями. По-третє, 
вона у якійсь степені пов'язує міру (інтенсивність) досягнення резуль-
татів із вибраними стратегіями, які, у свою чергу, приводять до тієї чи 
іншої ситуації. При побудові математичних моделей ігрових ситуацій 
кожен з відмічених моментів буде чітко описано і формалізовано. 

Постановка задачі. Нехай { }nN ,...,2,1= – множина гравців 
(агентів), n – їх кількість. Грою G  у нормальній формі назвемо 
сукупність ( , ; )i iX u i N∈ , котра містить для кожного гравця Ni ∈ : 

♦ множину стратегій iX , елементи якої позначають через ix ; 

♦ "виграш" гравця ( )iu x  – функція, яка визначена на множині си-

туацій гри ∏
∈

=
Ni

iN XX  (якщо ( )iu x - програш гравця, то він мінімі-

зуються).  
 

§1. Некооперативна поведінка ізольованих гравців 
 
Розглянемо спочатку випадок, коли гравці діють ізольовано, тобто 

кожен з них вибирає свою стратегію незалежно, вони не обмінюються 
інформацією, на вибір гравців не впливає минуле (початкова позиція 
або передісторія партії гри). Будемо також вважати, що кожен гравець 
знає лише свою цільову функцію виграшу, значення якої він може 
обчислити після вибору своїх стратегій іншими учасниками. 

Недоміновані та домінуючі стратегії. Позначимо через iNx \  ве-

ктор x без i – ї компоненти, тобто 
{ }

∏
∈

=∈
iNj

jiNiN XXx
\

\\ (сукупність 

стратегій усіх гравців за виключенням фіксованого i – го). 
Визначення 1.1. Стратегія ii Xx ∈  гравця i домінує його стратегію 

ii Xy ∈ , якщо: 

( ) ( )iNiiiNii xyuxxu \\ ,, ≥ , iNiN Xx \\ ∈∀ ; 
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iNiN Xx \\
~ ∈∃ ( ) ( )iNiiiNii xyuxxu \\

~,~,: > . 

Таким чином, стратегія i – го гравця ix  домінує його стратегію iy  

(позначатимемо це як ii yx f ), якщо при виборі стратегії ix  значен-
ня його цільової функції є не гіршим за значення цільової функції 
при виборі стратегії iy  при довільних виборах своїх стратегій усіма 
іншими гравцями, при чому хоча б для одного набору стратегій ін-
ших гравців значення цільової функції для стратегії ix  є кращим, 

ніж для стратегії iy . Іншими словами, вибираючи стратегію ix , гра-

вець не погіршує свій виграш у порівнянні з вибором стратегії iy , 
причому хоча б в одному випадку значення цільової функції покра-
щується. 
Визначення 1.2. Стратегія ii Xx ∈  гравця i називається доміную-

чою стратегією, якщо: ( ) ( ) iiiNiiiNii Xyxyuxxu ∈∀≥ ,,, \\ , 

iNiN Xx \\ ∈∀ . Множину домінуючих стратегій i-го гравця познача-

тимемо через iD . 
Розглянемо приклад  1.1:  

{ }1111 ,, cbaX = – стратегії 1-го 

гравця, { }22222 ,,, dcbaX =  – дру-
гого. У клітинах таблиці перше 
число є  виграшем першого грав-
ця, друге – другого (див. табл. 
1.1).  
У фіксованій ситуації ( )21, xx  

виграш гравців знаходиться у клітині, яка визначається стратегією 

1x  першого гравця й стратегією 2x  – другого. Так, виграш у ситуації 

( )21,bb  рівний ( )2,4  – 4 одиниці має перший, 2 – другий 

( ( ) 4, 211 =bbu , ( ) 2, 212 =bbu ). Порівняємо стратегії 1a  і 1b  1-го гравця. 
Маємо:  

( ) ( )211211 ,, abuaau =  (3=3), ( ) ( )211211 ,, bbubau >  (5>4), 

( ) ( )211211 ,, cbucau =  (2=2), ( ) ( )211211 ,, dbudau =  (3=3). 

Отже, 11 ba f . Аналогічно, 11 ca f , 11 cb f . Звідси випливає, що 

стратегія 1a  першого гравця є домінуючою: { }11 aD = . 

Таблиця 1.1. 

2X  

1X  2a  2b  2c  2d  

1a  3,2 5,1 2,1 3,1 

1b  3,1 4,2 2,1 3,1 

1c  2,1 3,1 2,1 2,1 

 



 167 

Розглядаючи стратегії другого гравця, маємо: 22 ca f , 22 da f , 22 cb f . 

Але стратегії 2a  і 2b  "є непорівняними": ( ) ( )212212 ,, bauaau > , але 

( ) ( )212212 ,, bbuabu < . Значення виграшів другого гравця на стратегіях 

2c  і 2d  при всіх виборах першого гравця одне і теж (рівне 1). Такі 

стратегії називають еквівалентними ( 2c ∼ 2d ). Отже, ∅=2D .  

Визначення 1.3. Стратегії ix  та iy  гравця i N∈  називаються екві-

валентними, якщо: ( ) ( ) iNiNiNiiiNii Xxxyuxxu \\\\ ,,, ∈∀= . Множину 

еквівалентних стратегій гравця i N∈  позначимо iE . 

Визначення 1.4. Стратегія ii Xx ∈  гравця i N∈  називається недо-

мінованою, якщо не існує стратегії ii Xy ∈ , яка б її домінувала: 

iiii xyXy f:∈∃ . Множину недомінованих стратегій i-го гравця 

позначатимемо через iHD . 

Повертаючись до прикладу 1.1, маємо: { }222 ,baHD = . Зауважи-

мо, що, очевидно, ii HDD ⊆  (домінуючі стратегії є частинним випа-

дком недомінованих). Тому для прикладу 1.1: { }111 aHDD == . 

Визначення 1.5. Ситуація ( ) Niixx ∈= **  називається рівновагою у 

домінуючих стратегіях, якщо для кожного гравця i N∈  стратегія 
*
ix  є домінуючою  ( NiDx ii ∈∀∈ ,* ). Множина ∏

∈
=

Ni
iDD  назива-

ється множиною рівноваг у домінуючих стратегіях.  
Приклад  1.2 (див. табл. 1.2). Маємо: 1a ∼ 1b  і { }1111 ,baHDD == . 

Для другого гравця: 22 ab f , 22 cb f , звід-

ки { }222 bHDD == . Отже, ситуації ( )21,ba  

та ( )21,bb  є рівновагами у домінуючих 
стратегіях. 
Підведемо підсумок. По-перше, для 

знаходження домінуючих та недомінова-
них стратегій кожному гравцю досить 
знати лише свою функцію виграшу та 

спостерігати за вибором стратегій усіма іншими гравцями для фор-
мування ситуації, від якої залежить його виграш. По-друге, "розум-
ний" гравець (точніше "раціонально мислячий") ніколи не буде ви-

Таблиця 1.2. 

2X

1X  2a  2b  2c  

1a  2,1 3,2 4,2 

1b  2,2 3,3 4,1 
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бирати домінованих стратегій – адже при їх виборі, він може лише 
втратити! По-третє, рівновага у домінуючих стратегіях є "розумним" 
розв'язком задачі колективного прийняття рішень (якщо кількість 
елементів множини D більша за одиницю, то можна вибирати будь-
який – адже всі вони еквівалентні для кожного гравця). 
На жаль, в абсолютній більшості практично цікавих задач ∅=D . 

Тому, все, що залишається "розумним" гравцям, це відкидати свої до-
міновані стратегії, будуючи множини iHD , Ni ∈ . У випадку скін-

ченності множини стратегій iX  існування непорожніх множин недо-

мінованих стратегій iHD  очевидне. У більш загальному випадку при 
досить слабких припущеннях можна також довести непорожність 

iHD , i N∈ . 

Лема 1.1. Нехай множини стратегій iX , Ni ∈ , - компактні та у 
кожній з них існує зліченна, скрізь щільна підмножина. Нехай також 
функції виграшів iu , Ni ∈ , - неперервні. Тоді множини  недоміно-

ваних стратегій iHD ≠ ∅ , i N∈ . 
Доведення. Для кожного Nj ∈  виберемо ймовірнісний розподіл 

jp  на jX  таким чином, щоб непорожня відкрита підмножина jX  

мала додатню міру (можливість цього випливає з другої умови, на-
кладеної на множини стратегій). Зафіксуємо i N∈  й розглянемо фу-
нкцію iψ , визначену на iX : 

( ) ( ) ( )iNiN
X

iNiiii xdpxxux
iN

\\\

\

 ,∫=ψ , де iNp \  – добуток jp , ij ≠ . 

Оскільки функція iu  неперервна, то неперервна і функція iψ , тому 

можна вибрати стратегію *
ix , що максимізує функцію iψ  на  iX . 

Покажемо, що стратегія *
ix  недомінована. Дійсно, якщо існує 

стратегія ix , що домінує *
ix , то в силу неперервності функції iu  

знайдеться відкрита підмножина iNX \'  множини iNX \ , що для 

iNiN Xx \\ '∈∀  ( ) ( )iNiiiNii xxuxxu \\
* ,, <  . У силу вибору jp , ij ≠ , маємо: 

( ) ( ) ( ) ( )iNiN
X

iNiiiNiN
X

iNii xdpxxuxdpxxu
iNiN

\\
'

\\\
'

\
*  , ,

\\

∫∫ < .  (1.1) 

Оскільки ( ) ( )iNiiiNii xxuxxu \\
* ,, ≤  справедливо для iNiN Xx \\ ∈∀ , то  
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 ( ) ( ) ( ) ( )iNiN
XX

iNiiiNiN
XX

iNii xdpxxuxdpxxu
iNiNiNiN

\\
'\

\\\
'\

\
*

\\\\

 , , ∫∫ ≤ . (1.2) 

Складаючи (1.1), (1.2), приходимо до протиріччя: ( ) ( )iiii xx ψψ <* .♦ 

Лема 1.2. Нехай множина недомінованих стратегій ∅≠iHD . 

Тоді еквівалентні твердження: а) ∅≠iD ; б) ii HDD = ; в) 

iiii xHDyx ⇒∈, ∼ iy . Тобто, всі стратегії у множині недомінованих 
стратегій еквівалентні.  
Доведення. Доведемо еквівалентність а) і б). Оскільки ∅≠iD , то 

недомінованою стратегією може бути лише домінуюча стратегія i , 
отже, ii DHD ⊆ . Оскільки включення ii HDD ⊆  очевидне (див. ви-
ще), то з а) випливає б). Імплікація б) ⇒  а) випливає з умови леми. 
Із визначення еквівалентності стратегій ii yx ,  випливає, що, якщо 

∅≠∈ ii Dx , то і ii Dy ∈ . Якщо iii NDyx ∈, , ii yx ≠ , то оскільки 

ii DND = , то iii Dyx ∈, , ii yx ≠ , що неможливо.♦ 
В лемі 1.2 говориться про те, що якщо у гравця є хоча б одна до-

мінуюча стратегія, то всі домінуючі стратегії еквівалентні і збіга-
ються з його недомінованими стратегіями (див. приклад 1.2). Будемо 
вважати, що при "некооперативній" поведінці гравець використовує 
будь-яку з них. Так, у прикладі 1.2 першому гравцю байдуже яку 
стратегію 1a  або 1b  використовувати – як у першому, так й у друго-
му випадку перший гравець буде мати виграш у 3 одиниці. Але зве-
рнемо увагу на те, що при виборі першим гравцем стратегії 1b , дру-
гий гравець буде мати виграш у 3 одиниці, проти 2 одиниць при ви-
борі 1a . Кооперуючи свої дії, гравці можуть зупинитись на ситуації 

( )11,ba , наприклад, другий гравець може пообіцяти першому поло-
вину "додаткової" одиниці свого виграшу. Якщо ж у i – го гравця 
немає домінуючої стратегії, то його недоміновані стратегії апріорі 
нееквівалентні, тому його некооперативна поведінка не може бути 
визначеною однозначно. Потрібна додаткова інформація, зокрема, 
про функції виграшу суперників, щоб визначити свою стратегію. 
Сподіваємось, що читач погодився з тим, що вибір рівноваги у 

домінуючих стратегіях (якщо вона існує) є раціональною поведін-
кою ізольованих гравців. Але виявляється, що ця раціональна пове-
дінка може бути дуже й дуже "нерозумною". Приведемо приклад 
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(Льюіс, Райфа, 1957р.), який став класичним (див. Розд. 1, §1 – §1.1). 
Приклад 1.3 ("дилема бандита"). Спіймали двох злочинців, яких 

підозрюють у скоєнні групового злочину (бандитизм, за нього "да-
ють" більше, ніж за "індивідуальний"). Їх розсадили по різних каме-
рах, так, що домовлятись про вибір стратегій вони не можуть (обмін 
інформацією відсутній – гравці ізольовані). У кожного з бандитів є дві 
стратегії – зізнатись у злочині (З) чи не зізнаватись (Н). Таблиця ви-
грашів (у даному випадку програшів – кожен намагається мінімізува-
ти кількість років тюрми) у таблиці 1.3. Отже, якщо обидва не зізна-

ються у злочині, то їм дадуть по 1 року 
("припишуть" незначну провину), якщо ж 
зізнаються, то – по 10 років. Якщо ж один 
зізнається ("продасть" спільника), то його 
відпускають, другому же дають "макси-
мум" – 25 років. Погодьтесь – ситуація ре-
альна. Дослідимо стратегії кожного на до-

мінованість: 11 НЗ f , 22 НЗ f  (не забуваймо, що програш потрібно 
мінімізувати). Отже, раціональна поведінка кожного гравця приведе 
до відкидання його домінованої стратегії і залишиться єдина ситуація 
( )21,ЗЗ , значення функцій програшу кожного у котрій рівне 10. "Раці-
ональна" поведінка привела до ситуації з функцією програшу 

( ) )10,10(, 21 == uuu  у той час, як існувала можливість (потенційна) 

вибору ситуації з )1,1(=u ! Зверніть увагу, що вибір ситуації ( )21,ЗЗ  
не зміниться, якщо ми поміняємо приведену таблицю, наприклад, на 
таку (табл. 1.4): де " ∞ " – означає смертну кару (приклад 1.4). "Раціо-
нальна" поведінка знову приведе до ситуації ( )21,ЗЗ ! З життєвої точ-

ки зору цей парадокс можна пояснити 
тим, що краще отримати 100 років тюр-
ми з надією на помилування, ніж ризи-
кувати отриманням ∞  (переходячи на 
стратегію iЗ ). Таким чином, в описаній 
ситуації єдиним раціональним (який 
цілком можна назвати і розумним) буде 
вибір гіршої (для обох!) ситуації ( )21,ЗЗ  

у порівнянні з ( )21,НН . Можна навести безліч життєвих прикладів, у 
яких саме так і відбувається "розумний" вибір – досить згадати хоча б 

Таблиця 1.3. 

2X  

1X  2Н  2З  

1Н  1,1 25,0 

1З  0,25 10,10 

 

Таблиця 1.4. 

2X  

1X  2Н  2З  

1Н  1,1 ∞ ,0 

1З  0,∞  100,100 
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безліч воєн, якими людство "розв'язує" конфліктні ситуації. Що ж ро-
бити, щоб виправдати назву нашого виду ("людина розумна") без ла-
пок? Спробуємо розібратися у цьому, але спочатку визначимо понят-
тя "вигідності" ситуації для всіх гравців у цілому. 
Визначення 1.6. Ситуація Xx∈  домінує за Парето ситуацію 
Xy∈ , якщо: 

 ;),()( Niyuxu ii ∈∀≥  (1.3) 

 )()(: yuxuNj jj >∈∃ .  (1.4) 

Ситуація *x  називається Парето-оптимальною (оптимальною за 
Парето, ефективною), якщо вона не домінується за Парето. 
Коротко умови (1.3), (1.4) будемо описувати, як xPy, тоді умова 

ефективності *x  запишеться як: x∃ , *xPx , Xxx ∈*, . 

Отже, ситуація *x  є ефективною, якщо не існує іншої ситуації, у 

якій усі гравці мають значення виграшу, не гірші, ніж у *x , і хоча б 
один гравець має краще значення функції виграшу. Множину Паре-
то-оптимальних ситуацій позначатимемо РО. 
Наведемо приклади. Нехай u=(2,2,2), v=(2,2,3), w=(1,1,1). Очевидно, 

що vPu, vPw, uPw і v є оптимумом Парето на множині з цих векторів. 
Якщо перевага u над w не викликає питань (кожен з гравців має виграш 
при u строго більший, ніж при w), то vPu вимагає пояснення. Чому з 
точки зору "усіх разом" гравців v кращий за u? Адже, перший і другий 
гравець мають такі самі виграші і лише третій має кращий виграш. Чо-
му "розумні" гравці виберуть v, а не u? Тому що, по-перше, вибравши v, 
можна сподіватись, що третій гравець поділиться своїм додатковим 
виграшем з партнерами, по-друге, кожен з них може опинитись у ситу-
ації третього гравця. В окремих випадках розглядається сильне доміну-
вання за Парето ( )()( yuxuxSPy ii >⇔ , Ni ∈∀ ) і визначається "слаб-
кий оптимум за Парето" (або оптимум за Слейтером (див. Розд. 4)). 
Відмітимо, що у задачах багатокритеріальної оптимізації подібних пи-
тань не виникає: безумовно, вибір (2,2,3) є кращим за (2,2,2). 
Повертаючись до попередньої таблиці, маємо ( ) ( )2121 ,, ЗЗPНН  

(задача на мінімум), усі три ситуації ( )21,НН , ( )21,ЗН , ( )21,НЗ  є 
Парето-оптимальними, але "розумна" поведінка ізольованих гравців 
приводить до єдиного неефективного рішення. Так що ж робити? 
Правильно, кооперуватись! Але для кооперації повинні мати місце 
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певні умови й, у першу чергу, можливість обміну інформацією. 
Розглянемо приклад 1.5 (Льюіс, Райфа, 1957). Він має назву "Диле-

ма в'язня". В'язні знаходяться у одній камері, кожен з них має дві стра-
тегії поведінки – відноситись до сусіда миролюбно (М) чи агресивно 
(А). Таблиця виграшів – 1.5. Знову маємо: 11 МА f , 22 МА f  і отже, 

раціональна поведінка приводить до неефективної ситуації ( )21,АА  з 
вектором виграшів u = (1,1). Але на відміну від 
"Дилеми бандитів" у "Дилемі в'язнів" вони мо-
жуть вести переговори про вибір ситуації 
( )21,ММ . Звичайно, можливість відхилення 
від цієї ситуації у кожного в'язня зберігається 
(перший в'язень, змінюючи стратегію 1М  на 

1А , отримає додатковий виграш), зате у парт-
нера є можливість "покарати" порушника: у разі відхилення першого, 
другий також змінює свою стратегію, у результаті чого вони перехо-
дять до ситуації ( )21,АА , невигідної їм обом. Таким чином, у результаті 
наявності можливості обміну інформацією кожен з в'язнів може "стабі-
лізувати" ситуацію ( )21,ММ  з допомогою, наприклад, "стратегії по-
грози" – "я буду миролюбним до тих пір, поки і ти будеш миролюб-
ним". Узагальнюючи дану ситуацію, можна стверджувати, що додатко-
ва інформація може привести до виграшу усіх партнерів. Людська спі-
льнота це розуміє, про що свідчить хоча б наявність у кожній державі 

розвідки. Ще один приклад 1.6, який показує, 
що ізольована поведінка гравців не дозволяє їм 
вибрати ефективну ситуацію. Приклад носить 
назву "Послуга за послугу", у ньому кожен 
гравець має дві стратегії – відноситись до ін-
шого доброзичливо (Д) чи ні (Н) (див. табл. 
1.6). Маємо: 1 1Д Нf , 2 2Д Нf  і, отже, з точки 
зору кожного з гравців байдуже, яку стратегію 

вибирати (така ситуація виникає, коли домінуюча стратегія не єдина – з 
леми 1.2 випливає, що усі вони еквівалентні). Але ж лише ситуація 
( )21, ДД  є ефективною. Знову без переговорів не обійтися! 
Обережні стратегії. Коли кожен гравець знає лише свою цільову 

функцію, єдиною раціональною поведінкою кожного гравця є вико-
ристання домінуючих стратегій, якщо вони існують. А що залиша-

Таблиця 1.5. 

2X  

1X  2М  2А  

1М  2,2 0,3 

1А  3,0 1,1 

 

Таблиця 1.6. 

2X

1X  2Д  2Н  

1Д  1,1 0,1 

1Н  1,0 0,0 
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ється, якщо рівновага у домінуючих стратегіях відсутня (найбільш 
поширений випадок). Тоді залишається вибирати не "абсолютно 
краще", а "відносно краще" – "краще з гіршого". 
Розглянемо приклад  1.7. Як легко переконатись, стратегії кож-

ного гравця незрівняні між собою (недоміновані)  і задача залиша-
ється "невизначеною" (див. табл 1.7). 
Спробуємо скористатись принципом 
вибору "кращого з гіршого". При виборі 
першим гравцем стратегії 1a  у найгір-
шому випадку (коли другий гравець 
вибере стратегію 2a ) він одержить 1 

виграшу, при виборі 1b  – 2, 1c  – 1. Та-

ким чином, вибираючи стратегію 1b , 

перший гравець гарантує собі виграш 2 одиниці (хоча при виборі 1a  

він може виграти і 5, а при виборі 1c  – 4). Аналогічно, другий гра-

вець при виборі стратегії 2b  гарантує собі 2 одиниці виграшу (виби-

раючи 2a , він може виграти як 4, так і 1, вибираючи 2c  – 1 і 5). Оскіль-
ки кожен з гравців нічого не знає про наміри іншого, то вибір "обереж-
них" стратегій 1b  і 2b  гравцями можна визнати "розумним", незважаю-

чи на те, що існують ситуації (наприклад ( )21,cc ), у яких кожен з грав-
ців має більший виграш. Таким чином, для "обережних" ізольованих 
гравців вибір у прикладі 1.7 є однозначним! Хоча і не "повністю розу-
мним" з точки зору спостерігача, який володіє повною інформацією 
(знає цільові функції обох гравців). 
Визначення 1.7. Стратегія ix  називається обережною (песимісти-

чною) стратегією і-го гравця, якщо 

iiNii
XxXy

iNii
Xx

xyuxxu
iNiNiiiNiN

α==
∈∈∈

),(infsup),(inf \\
\\\\

. (1.5) 

Множину обережних стратегій і – го гравця позначимо iO . Вели-

чина iα  називається максимальним гарантованим результатом 

(виграшем) і – го гравця. У прикладі 1.7: 221 == αα . 
Отже, і - й гравець вважає, що його супротивники діють найгіршим 

для нього чином і його "розумність" у такій ситуації полягає у виборі 
на множині своїх стратегій такої, яка максимізує його гарантований 
виграш.  

Таблиця 1.7. 

2X

1X  2a  2b  2c  

1a  1,3 3,5 5,1 

1b  2,4 2,2 3,5 

1c  3,1 1,2 4,4 
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Множина { }NixuXxIR ii ∈∀≥∈= ,)( α  називається множиною 

індивідуально-раціональних ситуацій. Множині IR належать ситуа-
ції, у яких кожен гравець має виграш не менший за гарантований. У 
прикл. 1.7 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2121212121 ,,,,,,,,, cccbbbabbaIR = . 
Очевидно, що вести переговори про вибір ситуації, у якій хоча б 

один гравець має виграш, менший за гарантований iα , не має сенсу. 
Адже і без переговорів кожен гравець, діючи ізольовано, може отрима-
ти iα . Очевидно також, що вести переговори про вибір домінованої за 
Парето ситуації не логічно (з урахуванням міркувань про ефективні 
рішення). 
Визначення 1.8. Множина POIRП I=  називається переговорною. 
Для приклада 1.7 ( ) ( ) ( ){ }212121 ,,,,, cccbbaП = . Відмітимо, що у мно-

жину П не ввійшли індивідуально-раціональні ситуації ( )21,ab , 

( )21,bb , які не є ефективними, і ефективна ситуація ( )21,ca , яка не є 
індивідуально-раціональною. 
Визначення 1.9. Обережні стратегії гравців ix , Ni ∈ , називають-

ся оптимальними, якщо набір гарантованих результатів ( ) Nii ∈= αα , 

що відповідає цим стратегіям, є Парето-оптимальним. Оптимальні 
стратегії і-го гравця позначимо через iOP . Для приклада 1.7: 

∅== 21 OPOP . Розглянемо приклад  1.8 (табл.1.8): { }11 bO = , 

{ }222 ,caO = , { }11 bOP = , { }22 cOP = ,( ( ) POcb ∈21, , ( ) POab ∉21, ). 

Для скінченної гри існування непорожніх множин iO  очевидне. 
У більш загальному випадку маємо таке 
твердження. 

Лема 1.3. Нехай iX  – компактні, iu  – 
неперервні, Ni ∈ . Тоді множини обере-
жних стратегій iO  кожного гравця не 
порожні і компактні. 
Доведення. Оскільки i N∀ ∈  функції 

iu  - неперервна, то функція ( ) ( )iNii
Xx

i xyuy
iNiN

\,inf
\\ ∈

=Θ  - напівнепере-

рвна зверху на iX  і для будь-якого λ  множина 

Таблиця 1.8. 

2X  

1X  2a  2b  2c  

1a  1,2 2,1 3,3 

1b  2,3 3,1 4,2 
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( ){ } ( ){ }I
iNiN Xx

iNiiiiiii xyuXyyXy
\\

\,
∈

≥∈=≥Θ∈ λλ   є замкненою. Звід-

си випливає, що множина iO  точок максимуму функцій ( )iyΘ  є не-

порожньою і компактною.♦ 
Уже у скінченному випадку існування оптимальних стратегій не 

гарантується. Що можна забезпечити в умовах леми 1.3 – це існу-
вання множини недомінованих стратегій кожного гравця (лема 1.1). 
Виявляється, що розумний обережний гравець (що діє обережно і 
відкидає свої доміновані стратегії) у багатьох випадках може гаран-
тувати собі не порожній вибір. 

Лема 1.4. Нехай iX  – компакти, iu  – неперервні, Ni ∈ . Тоді 

∅≠ii HDO I , Ni ∈ . 

Доведення. Зафіксуємо і та розглянемо гру ( )NjuYG jj ∈= ,,
~

, у 

якій jj XY = , ij ≠ , ii OY =  (за лемою 1.3 множина ∅≠iY  і компак-

тна). За лемою 1.1 у грі G
~

 і – й гравець має хоча б одну недомінова-
ну стратегію ix . Покладемо, що ix  домінується стратегією iy  у по-

чатковій грі, тобто ( ) ( )iNiiiNii xyuxxu \\ ,, ≤  для iNiN Xx \\ ∈∀ . Тоді  

( ) ( ) ( ) ( )iNii
Xx

iiNii
Xy

i xyuyyxux
iNiNiNiN

\\ ,inf,inf
\\\\ ∈∈

=Θ≤=Θ , 

звідки ( ) ( )i
Xz

i zy
ii

Θ=Θ
∈

sup  і ii Oy ∈ , що суперечить припущенню про 

недомінованість ix  у грі G
~

. Отже, iii HDOx I∈ .♦ 
 

Ігри двох осіб з нульовою сумою. Окремо й коротко розглянемо 
ігри двох осіб з нульовою сумою (оскільки вони вивчаються у курсі 
«Методи оптимізації»), у яких ( ) ( )211212 ,, xxuxxu −=  для 

( ) 2121, XXxx ×∈ . 

Обережні стратегії 1x , 2x  кожного гравця визначаються співвід-
ношеннями: 

2 2 2 21 1

1 1 2 1 1 2 1inf ( , ) sup inf ( , )
y X y Xy X

u x y u y y α
∈ ∈∈

= = , 

2 21 1 1 1

1 1 2 1 1 2 2sup ( , ) inf sup ( , )
y Xy X y X

u x x u y y α
∈∈ ∈

= = . 

Легко показати, що 21 αα ≤ . Фіксуючи довільні ( ) 2121, XXxx ×∈ , 
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маємо: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2221121121111 ,sup,,inf
12

xxyuxxuyxux
yy

ϕϕ =≤≤= . 

Звідси випливає: ( ) ( ) 222111
21

infsup αϕϕα =≤= yy
yy

. 

Якщо ααα == 21 , то величина α  називається ціною гри. Якщо 

21 αα < , то відповідна гра не має ціни.  

Якщо для ( ) 2121, XXyy ×∈∀ , ( ) ( ) ( )211211211 ,,, yxuxxuxyu ≤≤ , то 

ситуація ( )21, xx  називається сідловою точкою. Зв'язки між сідлови-
ми точками і оптимальними стратегіями встановлює  

Лема 1.5 [2]. Якщо гра двох осіб з нульовою сумою має ціну, то си-
туація ( )21, xx  є парою оптимальних стратегій тоді і лише тоді, коли 
вона є сідлвою точкою. Якщо гра не має ціни, то у ній відсутня і сідло-
ва точка. 
    Приклад  1.9. Гра двох осіб з нульовою сумою задається матри-
цею виграшів першого гравця (і відповідно програшів другого) (див. 
табл. 1.9). Маємо, { }111 bOPO == , { }222 bOPO == , 221 == αα . Ситу-

ація ( )21,bb  є сідловою точкою: ( ) ( ) ( )211211211 ,,, ybubbubyu ≤≤ , 11 Xy ∈∀ , 

22 Xy ∈∀  ({ } { }3,2,321,2,1 ≤≤ ). 
Приклад  1.10 (Гра "Раз–два–три"). Кожен гравець вибирає одну 

з трьох стратегій: =a "раз", =b "два", =c "три". Виграш першого 
гравця додатній, якщо він правильно вгадав виграш другого гравця і 

нуль – у протилежному випадку . Виграш 
першого гравця задається матрицею (див. 
табл. 1.10). В цій грі 21 10 αα =<=  і гра не 

має ціни. { }cbaO ,,1 = , { }aO =2 . Отже, на-
віть для скінченної гри двох осіб з нульо-
вою сумою не гарантується існування сід-
лової точки, а, отже, і оптимальних страте-
гій. Відома теорема фон Неймана-
Моргенштерна говорить, що гарантувати 
існування сідлової точки для гри двох осіб 
з нульовою сумою можна при "змішаному 
розширенні" гри (див. §5.4) при викорис-
танні "змішаних" стратегій, які задаються 
ймовірносним розподілом на множині по-
чаткових ("чистих") стратегій. 

Таблиця 1.9. 

2X  

1X  
2a
 

2b
 

2c
 

1a  4 1 4 

1b  3 2 3 

1c  4 1 4 

      
Таблиця 1.10. 

2X

1X  
a b с 

a 1 0 0 
b 0 2 0 
c 0 0 3 
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Контрольні завдання до  §1 
 

Знайти множини недомінованих стратегій (NDi), рівноваг у домі-
нуючих стратегіях (D), Парето-оптимальних ситуацій (РО), обереж-
них стратегій (Оі), індивідуально-раціональних ситуацій (IR), пере-
говорних ситуацій (П): 

1.1.  
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 1,0 1,1 2,1 
b1 1,5 0,5 1,4 
c1 5,1 1,2 2,2 

1.2.  
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 3,1 3,2 3,3 
b1 2,2 3,3 1,3 
c1 3,1 2,4 4,2 

1.3.  
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 2,4 1,3 3,4 
b1 2,5 3,3 4,3 
c1 1,1 4,2 4,2 

1.4.  
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 1,1 1,3 3,2 
b1 1,3 2,2 3,1 
c1 3,2 2,3 3,3 

1.5.  
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 1,0 1,1 2,1 
b1 1,5 0,5 1,4 
c1 5,1 1,2 2,2 
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1.6.  
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 3,1 3,2 3,3 
b1 2,2 3,3 1,3 
c1 3,1 2,4 4,2 

1.7.  
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 2,4 1,3 3,4 
b1 2,5 3,3 4,3 
c1 1,1 4,2 4,2 

1.8.  
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 1,1 1,3 3,2 
b1 1,3 2,2 3,1 
c1 3,2 2,3 3,3 

 
§2. Повна та часткова інформованість гравців 

 
Розглянемо випадок "повної інформованості" гравців, коли ко-

жен з них знає всі цільові функції – свою і суперників.  
Складна поведінка гравців. При некооперативній поведінці в умо-

вах повної інформованості породжуються взаємні "стратегічні очіку-
вання", які полягають у тому, що і – й гравець очікує, що всі інші гравці 
також будуть виключати свої доміновані стратегії. У результаті цього у 

деяких гравців можуть виникнути нові 
доміновані стратегії і т.д.  
Розглянемо приклад  2.1 (табл.2.1). 

Маємо: 11 ca f , 1a  і 1b  незрівнянні. Усі 
стратегії другого гравця незрівнянні між 
собою. Отже, рівноваги у домінуючих 
стратегіях не існує. Але, якщо другий 
гравець знає цільову функцію першого, 

то він може "стратегічно сподіватись" на те, що перший відкине 
свою доміновану стратегію 1c  (простіше кажучи, другий може спо-

Таблиця 2.1. 

2X

1X  2a  2b  2c  

1a  3,1 1,2 2,1 

1b  1,1 2,1 2,2 

1c  3,3 1,2 1,2 
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діватись на "розумність" першого) і розглядати вже не початкову 

задачу, а "скорочену", у якій { }11
1
1 ,baX = . У новій задачі стратегія 

2a  буде домінованою (і 2b , і 2c ). Отже, { }22
1
2 ,cbX = . У свою чергу, 

на множинах стратегій 1
1X , 1

2X  стратегія 1a  домінується стратегією 

1b , а на множинах { }1
2
1 bX = , 1

2X  домінованою буде стратегія 2b ! 
Отже, раціональна поведінка кожного гравця разом з раціональною 
оцінкою поведінки супротивника приводить до однозначного ре-

зультату: перший вибирає стратегію 1b , 

другий – 2c . 

Ця ситуація ( )21,cb , отримана у ре-
зультаті відкидання кожним гравцем своїх 
домінованих стратегій, називається склад-
ною рівновагою. Звернемо увагу на два 
аспекти. По-перше, складна рівновага була 
отримана не в результаті послідовної "так-

тичної" гри (перший гравець відкидає свої доміновані стратегії, потім – 
другий і т.д.), а в результаті "стратегічного" планування (якщо я відки-
ну свої доміновані стратегії, а другий гравець це врахує й відкине свої і 
т.д., то прийдемо до ( )21,cb ). По-друге, отримана ситуація не є ефекти-

вною (ситуація ( )21,ac  краща для обох гравців!) 

Визначення 2.1. Для гри ( )NiuXG ii ∈= ,,  послідовне виключення 
домінованих стратегій означає побудову послідовностей 

...... 110 ⊃⊃⊃⊃⊃= +t
i

t
iiii XXXXX , Ni ∈ , 1 ( , ; )t t

i i j iX ND X u j N+ = ∈ . 

Розглянемо, до чого може привести послідовне виключення до-
мінованих стратегій.  
Приклад 2.2 (табл. 2.2). Виключаючи доміновані стратегії 1c  і 2a  

(у будь-якій послідовності), отримаємо { }11
1
1 ,baX = , { }22

1
2 ,cbX = . Пода-

льше виключення стратегій неможливе, оскільки 1a  і 1b , 2b  і 2c  не-
зрівнянні. Що робити далі? Можна задовольнитись фактом скорочен-
ня кількості стратегій у кожного гравця і розглядати нову гру з мно-

жинами стратегій 1
1X , 1

2X  (а в реальних ситуаціях скорочення може 
бути значним – наприклад, від гри 100100×  до 22× ), а можна пове-
рнутись до початкової гри. У конкретних ситуаціях можливі обидва 

Таблиця 2.2. 

2X

1X  2a  2b  2c  

1a  3,1 1,2 2,1 

1b  1,1 2,1 1,2 

1c  3,3 1,3 1,4 
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шляхи, але звернемо увагу, що при "скороченні" початкової гри була 
втрачена ситуація ( )21,ac , що домінує за Парето усі ситуації, що зали-
шились. 

Приклад  2.3 (табл.2.3). Маємо: 

11 ba f , 11 ca f  , 22 ab f  і виключення 
домінованих стратегій у довільній по-
слідовності приводить до двох ситуацій 
– ( )21,ba , ( )21,ca , рівноцінних з точки 
зору кожного гравця. У цьому випадку 
логічно назвати складною рівновагою 
обидві ситуації. І знову відмітимо, що 
раціональна (але ізольована!) поведінка 

кожного гравця приводить до втрати ситуації ( )21,ac , кращої для обох. 
Визначення 2.2. Гра G називається розв'язною за домінуванням, 

якщо існує натуральне t таке, що для всіх i функція виграшу iu  не 

залежить від ix  на t
NX : t

iii Xyx ∈∀ , , t
iNiN Xx \\ ∈∀  

( ) ( )iNiiiNii xyuxxu \\ ,, = . Множина t
NX  при цьому називається мно-

жиною складних рівноваг і буде позначатись SE. 
Розв'язність гри за домінуванням означає, що після скінченого 

числа раундів виключення усі стратегії кожного гравця стануть для 
нього еквівалентними (для нього, але, взагалі кажучи, не для інших 
– див. приклад 1.6, у якому всі ситуації є складними рівновагами, 
але, якщо для першого гравця байдуже, яку стратегію вибрати – 1Д  

або 1Н , то для другого це – яку стратегію вибере перший – далеко 
не байдуже!). Якщо функції виграшу для всіх гравців однозначні на 

NX , то множина складних рівноваг (якщо вона існує) складається з 
одного елемента. Отже, у таких розв'язних за домінуванням іграх, 
складна поведінка ізольованих гравців є детермінованою. Складна 
рівновага узагальнює рівновагу у домінуючих стратегіях у наступ-
ному сенсі. 

Лема 2.1. Якщо у грі G множина D рівноваг у домінуючих стра-
тегіях  непорожня, то гра є розв'язною за домінуванням і D є множи-
ною складних рівноваг. 
Доведення випливає з леми 1.3. Якщо тільки у одного гравця i є 

домінуюча стратегія, то, очевидно, множина ( )ii uD  містить у собі і – 

Таблиця 2.3. 

2X

1X  2a  2b  2c  

1a  3,1 2,3 2,3 

1b  3,3 1,5 2,4 

1c  3,4 2,4 1,5 
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ті компоненти складних рівноваг, якщо останні існують. 
Для гри у нормальній формі невідомі у загальному вигляді  достатні 

умови розв'язності за домінуванням. Такі умови можна отримати, якщо 
розглянути інші представлення гри – так звану розгорнуту форму [2]. 
Можна стверджувати, що ми, свідомо чи підсвідомо, нерідко за-

стосовуємо "складну" поведінку (діємо раціонально в припущенні, 
що і партнери також поводяться раціонально). При всій привабливо-
сті складної поведінки, потрібно пам'ятати, що така раціональність 
нерідко є нерозумною (з точки зору досягнення бажаного результа-
ту). На цю тему ще один класичний приклад (Форкуарсон, 1969). 
Журі з трьох членів повинно вибрати одного з трьох кандидатів 

, ,a b c. Переможець вибирається за правилом більшості, якщо думки 
членів журі розходяться, то вибирається кандидат, за якого проголо-
сував "голова журі" (нехай – це виборець під номером 1). Отже, як-
що гравці висунули кандидатури ( )321 ,, xxx , { }cbaXx ii ,,=∈ , 

{1,2,3}i ∈ , то вибори переможця відбуваються за правилом: 

( )






≠

=
=

.321

322
321

якщо,

,якщо,
,,

xxx

xxx
xxxπ  

Покладемо, що функції виграшу гравців мають таку структуру: 
( ) ( ) ( )cubuau 111 >> , ( ) ( ) ( )aucubu 222 >> , ( ) ( ) ( )buaucu 333 >>  

("цикл Кондорсе"). Розглянемо стратегії a і b першого гравця на 
предмет домінування. Для цього потрібно розглянути ситуації і для 
всіх можливих (але однакових) виборів другого й третього гравця. 
Усього потрібно розглянути 933 =×  ситуацій. Маємо: 

 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )auaabuauaaau 1111 ,,,, === ππ , 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )bubabuaubaau 1111 ,,,, =>= ππ , 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )bucabuaucaau 1111 ,,,, =>= ππ , 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )buabbuauabau 1111 ,,,, =>= ππ , 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )bubbbububbau 1111 ,,,, === ππ , 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )bucbbuaucbau 1111 ,,,, =>= ππ , 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )buacbuauacau 1111 ,,,, =>= ππ , 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )bubcbuaubcau 1111 ,,,, =>= ππ , 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )cuccbucuccau 1111 ,,,, === ππ . 
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Отже, за визначенням домінування ba f  для першого гравця. 

Аналогічно ca f  і { }aX =1
1 . Для другого й третього гравця маємо 

(перевірте!): { }cbX ,1
2 = , { }acX ,1

3 = . Порівняємо стратегії b і c для 

другого гравця на множинах стратегій 1
iX , i=1,2,3. Маємо: 

( ) ( ) ( ) ( )cuccauaucbau 2222 ,,,, =<= , 

( ) ( ) ( ) ( )auacauauabau 2222 ,,,, ===  
(стратегія першого фіксована, третій може вибрати або c або a). От-

же, { }cX =2
2 . Аналогічно, { }cX =2

3  і, таким чином, на множині 

{ }aXX == 1
1

2
1 , { }cXX == 2

3
2
2  за правилом більшості буде вибрано c 

– найгірший вибір для першого гравця – голови журі! Сила "началь-
ника" у розв'язуванні спірних ситуацій виявляється його слабкістю у 
грі з розумними (навіть, ізольованими!) підлеглими. Згадайте цей 
досить життєвий приклад, перед тим, як висуватись в начальники! 
Розглянемо випадок n=2. 
Лема 2.2. Нехай ( )121 ,, uXXG =  – гра двох осіб з нульовою су-

мою і скінченними множинами стратегій. Тоді складна рівновага є 
сідловою точкою функції 1u . Отже, розв'язаная за домінуванням гра 
двох осіб з нульовою сумою має ціну. Доведення у [2]. 
У випадку, коли множини стратегій гравців iX , Ni ∈ , - нескін-

ченні  (хоча і компактні), досить важко формально визначити склад-
ну поведінку. Однією з причин є те, що у процесі виключення домі-
нованих стратегій компактність множини стратегій може порушува-

тись. Далі, збіжність послідовностей t
iX , Ni ∈ , до підмножини ек-

вівалентних стратегій може відбуватися лише при нескінченній кі-
лькості гравців. Ці складнощі демонструються прикладом ("Поділ 
долара при інфляції" – Дутт, Дживерс, 1981р.). 
Гравці ( { }1,i N n∈ = ) ділять долар за наступним правилом: 

Крок 1. Гравець 1 пропонує поділ ( )11
1

1 ,..., nxxx = , де 1
1

1 =∑
=

n

i
ix , 

01 ≥ix , Ni ∈ . Гравці 2,…,n можуть прийняти цей поділ або відхилити 

його. Якщо усі гравці погоджуються на 1x , то він приймається, інакше 
(хоча б один гравець 2,…,n не погоджується) відбувається перехід на 
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крок 2. 

Крок 2. Гравець 1 переставляється у кінець черги, а свій поділ 2x  
пропонує гравець 2. Якщо інші гравці (3,…,n,1) не приймають поділ 

2x , то процедура повторюється (уже з гравцем 3). 
Нехай долар обезцінюється за кожен крок переговорів з коефіціє-

нтом τ , 10 <<τ . Так, у другому періоді ділиться вже τδ −= 1  (тоб-
то, другий гравець пропонує свій поділ величини δ , 10 << δ ), у 

третьому 2δ  і т.д. Зрозуміло, що якщо процедура буде продовжува-
тись до нескінченності, то прийдеться ділити нуль. Отже, з одного 
боку, кожному гравцю вигідно поділити гроші як можна швидше 
(поки вони не обезцінились), з іншого – не можна погоджуватись на 

"несправедливий" поділ. Нехай такий "справедливий" поділ *x  існує 
(його вигідно прийняти кожному гравцю). Приведемо міркування, 
що базується на стратегічних очікуваннях кожного гравця, аналогіч-
них міркуваннях при знаходженні складної рівноваги у скінченому 
випадку. 

Нехай на першому кроці гравець 1 пропонує ( )11
1

1 ,..., nxxx = . Він 
знає, що гравець i ( 1≠i ), розраховує на наступному кроці (якщо він 

відбудеться) отримати поділ ( )**
2

*
1 ,...,, nxxxx δδδδ =  (другий гравець 

перемістився на перше місце, перший на останнє). Отже, для того, 

щоб поділ 1x  був прийнятий гравцями 2,…,n необхідно, щоб  
*
1

1
2 xx δ≥ , *

2
1
3 xx δ≥ ,…, *

1
*

−≥ nn xx δ . 

Покладаючи, що пропозиція *x  буде прийнятою ( *1 xx = ), маємо:  

 *
1

*
2 xx δ≥ , *

2
*
3 xx δ≥ ,…, *

1
1

−≥ nn xx δ .  (2.1) 
Яка доля при цьому залишається першому гравцю? Очевидно, 

( ) ( )*
1

*
1

**
2

1
1 ...1...1 −++−≤++−= nn xxxxx δδ . Отже, він не запропонує по-

діл ( )*
1

*
1

1
1 ...1 −++−< nxxx δδ . Тобто,  ( ) −=++−≥ − 1...1 *

1
*
1

*
1 nxxx δδ  

( )* * * *
1 1... n n nx x x xδ δ δ δ−− + + + − = ( )* * *

1

1 1
n

i n n
i

x x xδ δ δ δ
=

− + = − +∑ . (2.2) 

З (2.1), (2.2)  ( ) ( ) *1*1*
1

1* 11 n
ni

n
iii

i xxxx δδδδδδδ +−≥+−≥≥ −−− , 
звідки випливає 

 ( ) )...1()1(1 111* −−− +++=−−≥ nini
ix δδδδδδ , ni ,1= . (2.3) 
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Оскільки величини у правій частині нерівностей у сумі дають 1, то 
усі нерівності (2.3) – є рівностями. Отже, компоненти складної рівнова-

ги )...1( 11* −− +++= ni
ix δδδ , ni ,1= . Відмітимо, що коли δ  прямує до 1 

( 0→τ , інфляція незначна), граничний поділ стає справедливим 

( nxi 1* = , ni ,1= ), хоча вже "стратегічна" аргументація при 1=δ  стає 
некоректною. Якщо гравці рівноправні (початковий порядок на їх мно-
жині задається, наприклад, випадковим чином), то пропонування у по-

ділі на і – му кроці і – м гравцем своєї долі nxi
i 1>  приведе або до "за-

циклення" або прийняття "несправедливого" поділу (краще мати щось 
у даний момент, ніж померти від голоду в очікуванні справедливості). 
Тому потрібні процедури, які "автоматично" забезпечують "справедли-
вий" поділ. У цьому випадку задача зводиться вже не до розумного ви-
бору стратегій, а до розумного вибору процедур розумного вибору 
стратегій. Згадаймо, як відбуваються дипломатичні переговори. Основ-
ні зусилля тут зводяться до вибору процедури ведення переговорів, а 
вибір стратегій є другорядним і приймається сторонами автоматично 
(звичайно, сторони можуть не погодитись з результатом і все почина-
ється з початку. У цьому випадку передбачається наявність "апеляцій-
ного суду", "конституційного суду" тощо, рішення якого є остаточним). 

 Приведемо характерний приклад, який називається "Діли–
вибирай". Два гравці ділять одиницю нескінченно подільного про-
дукту (золотий пісок, яблуко і т.п.). Гравці рівноправні, кожен пре-
тендує на 5.0=ix , i= 1,2. Процедура поділу, у якій гравці по черзі 
пропонують свої варіанти, може продовжуватись до нескінченності. 
Процедура "Діли – вибирай" закінчується за один крок! Усе дуже 
просто (автори впевнені, що читачі не раз цією процедурою корис-
тувались у житті) – один ділить, другий вибирає (того хто ділить, 
можна визначити жеребом). Зрозуміло, що той, хто ділить, зацікав-
лений у тому, щоб одиницю поділити пополам як можна точніше 
(інакше партнер забере собі більшу частину!). Як приклад, ще одна 
повчальна життєва історія. Коли відомого персонажа Вовочку спи-
тали, чому він перейшов з "Снікерса" на "Баунті", той відповів: "Сні-
керс" точно пополам дуже важко поділити, і більшу частину мені, як 
джентльмену, приходилось віддавати дамі" ("Баунті" містить дві 
ідентичні цукерки). 
Узагальнення процедуру "Діли – вибирай" на випадок 3≥n  здій-

снено відомим математиком Штейнгаузом. Якимось чином установ-
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люється черга гравців і перший указує свою долю 1x , 10 1 ≤≤ x . Як-
що другий гравець з нею не погоджується, він повинен показати 
свою долю 2x , 120 xx <≤ , третьому гравцю і т.д. Якщо другий гра-

вець згоден з 1x , то її розглядає третій гравець і т.д. Оскільки, кожен 

з гравців буде пропускати долю інших не більшу за n1  і затримува-

ти більшу за n1 , то оптимальна поведінка кожного є відрізати собі 

рівно n1 . 
Ще один приклад (пірати ділять злитки золота), який показує, що 

відносно демократична процедура, може привести до не дуже спра-
ведливого результату. 
Нехай маємо 100 одиниць продукту (одна одиниця – уже неподі-

льна). Гравці (пірати) вишикувані у чергу (капітан, помічник капітана, 
…, юнга) і послідовно пропонують свій варіант поділу. Якщо поділ 
підтримується не менш ніж половиною команди (включаючи того, 
хто пропонує), він приймається. Інакше (більшість – проти), того, хто 
пропонує, вилучають з поділу (викидають за борт) і наступний по 
старшинству пропонує свій варіант поділу. Приймемо досить реаліс-
тичне припущення, що кожен з піратів знає функції виграшу інших. А 
саме, кожен пірат з двох даних поділів вибирає той, у котрому його 
доля більша. Загальна недовіра, що, як відомо, царювала серед піра-
тів, дозволяє стверджувати, що вони будуть діяти ізольовано (некоо-
перативно). А отже, задача зводиться до пошуку складної рівноваги. 
Коли n=2, то усі злитки забирає собі старший пірат (він становить 
половину команди). При n=3 поділ (як не дивно!) такий: 100=99+0+1 
(старший отримує 99 одиниць, молодший – 1, середній – 0). Чому мо-
лодший пірат погодиться з 1 і підтримає тим самим старшого? Тому, 
що інакше (молодший не погоджується, старшого усувають, залиша-
ється два пірати й усі 100 одиниць забирає собі середній) він отримує 
0. А одиниця краща за 0. Парадоксальний результат! Але, якщо добре 
подумати, то саме такі результати на кожному кроці ми зустрічаємо у 
житті. "Краще щось, ніж нічого!", "Покладатися лише на себе!", – оп-
тимальна (раціональна, розумна і т.д.) ідеологія? Так, але не забувай-
мо – ізольованих гравців. Не змінюючи процедури поділу (нагадаймо: 
приймається варіант більшості, що цілком демократично), другий і 
третій гравець (помічники капітана) можуть домовитись відкинути 
стратегічно очікуваний варіант капітана 100=99+0+1 заради, напри-
клад, поділу 100=0+50+50. У залежності від ситуації на переговорах 
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можуть розглядатись варіанти від 100=0+1+99 (третій має тиск на 
другого – "інакше нічого не одержиш") до 100=0+98+2 (тиск другого: 
"два краще за одиницю і яка тобі різниця, хто є твоїм начальником"). 
Погодьтесь, типові життєві ситуації. Настільки ж типові, як і можли-
вість відмови третього від кооперації – "де гарантія, що після усунен-
ня першого, другий буде дотримуватись домовленості". ("Домовле-
ність – домовленістю, але закон (правило більшості у даному випад-
ку) є законом!"). 
Повернемось до нашої задачі. Сподіваємось, що вже всім вам зро-

зуміло (мається на увазі n > 3): 100 = 99+0+1+0, 100 = 98+0+1+0+1 і 
т.д. У загальному випадку, якщо n = 2p+1 або n = 2p+2, то у поділі 
доля капітана дорівнює (100 – p) злитків ( 1100 ≥− p ). По одному зли-
тку отримають p піратів, котрі мають номери тієї парності, що і капі-
тан. 

Рівновага за Нешем. Домінуюча стратегія, обережна й складна по-
ведінка можуть бути визначеними гравцями незалежно один від одно-
го. На противагу цьому рівновага за Нешем може бути обумовленою 
тільки динамічним сценарієм, у якому стратегічні рішення, що при-
ймаються у даний момент, залежать від попередніх сценаріїв гри або 
хоча б від початкової позиції. Таким чином, спілкування гравців стає 
неминучим. Вони повинні хоча б сумісно спостерігати ситуації гри. 
Розглянемо приклад "особисті інтереси та суспільні потреби" [2]. 

Кожен з n учасників може працювати на "суспільство" ( 0=ix ) або 

на себе ( 1=ix ). Розглядається задача: 

( ) ( )
{ }








<<=∈

→−+= ∑
=

.1,1,0

max,1
1

nXx

xxxu

ii

n

j
jii

λ

λ
 

Параметр λ  можна розглядати як продуктивність праці (у гро-

шових одиницях) при роботі на себе ( ( )1,...,11 =x , ( ) λ=1xui ), при 
роботі на суспільство продуктивність праці кожного одинична. Бу-
демо вважати, що членів суспільства досить багато – з якою б про-
дуктивністю λ  гравці не працювали їхня  кількість λ>n  (на себе 
можна працювати і "за десятьох", але ж ). Якщо усі працюють на 

суспільство ( 00 =ix , ni ,1= ), то виграш кожного ( ) λ>= nxui
0 . От-

же, коли усі працюють на суспільство, то це вигідно всім (і кожно-
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му). Але! Нехай на суспільство працюють всі, крім одного ( 0=ix , 

1=kx , Nik ∈≠ ). Маємо: nnui <−= 1 , ( ) nnnuk >−+=−+= 11 λλ . 
Отже, ухилення одного від "суспільних" робіт вигідно йому (він 

має добавку 1−=∆ λku ), останні ж від цього втрачають (кожен з них 
1). Розглянемо протилежний випадок – усі крім одного працюють на 
себе ( 1=ix , 0=kx , Nik ∈≠ ). Маємо: λλ >+= 1iu , λ<= 1ku . 
Тобто, відхилення k – го гравця ("альтруїста") від праці "на себе" на 
працю "на суспільство" виявилось невигідним йому (він утрачає 

01>−=∆ λku ). Відмітимо, що поява альтруїста привела до збіль-
шення прибутку "індивідуалістів" (на 1). Але ж кожен намагається 
максимізувати свою цільову функцію – отже, відхилення будь-якого 

гравця від ситуації 1x  йому невигідне. Повернемось до моделі  
"Дилема в'язня" (приклад 1.4). 

Від ситуації ( )21,MM , однаково вигідної 

для обох (у порівнянні із ситуацією ( )21, AA ), 
кожному гравцю вигідно відхилятись (замість 
2 мати 3), при умові, що інший не змінює 
свою стратегію (див. табл. 2.4). Аналогічно 
від ситуацій ( )21,MA , ( )21, AM  вигідно відхи-
лятись одному з них. І лише від ситуації 

( )21, AA  невигідно відхилятись кожному. Підкреслимо, саме кожно-

му з них, а не обом (відхилення ж від ( )21, AA  обох приводить у си-

туацію ( )21,MM ). Дамо трохи іншу (соціальну) інтерпретацію цієї 
моделі Нехай кожен з двох гравців має дві стратегії – підтримувати 
зміни у суспільстві ("перебудова" – П) або не підтримувати ("консе-
рватизм" – К) (табл 2.5). 
Знову лише від ситуації ( )21,КК  невигідно відхилятись будь-

якому одному гравцю, хоча в ситуації 
( )21,ПП  їхні виграші більші. Цю модель мо-
жна назвати дилемою між стабільністю ("ні-
чого не міняти") і ефективністю (ситуація 
( )21,ПП  є Паретівською або ефективною). 
Розглянутій моделі можна дати й економіч-
ний зміст. Дві конкуруючі фірми можуть при-

Таблиця 2.4. 

2X

1X  2M  2A  

1M  2,2 0,3 

1A  3,0 1,1 

 

Таблиця 2.5. 
    2X  

1X  2П  2К  

1П  2,2 0,3 

1К  3,0 1,1 
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значати "середню" ціну (С) або використовувати політику демпінгу 
(Д). Тоді за  табл. 2.5 можна описати також і модель ринку. 
Розглянемо узагальнення попередніх моделей на випадок 3-х гра-

вців, у кожного з яких є дві стратегії – С і Д (інтерпретація за бажан-
ням – "кримінальна", "соціально-політична", або "економічна"). Век-
тори виграшів мають вигляд: u(С,С,С)=(2,2,2), u(Д,С,С)=(3,1,1), 
u(Д,Д,С)=(2,2,0), u(Д,Д,Д)=(1,1,1). 
В останніх 4-х ситуаціях вектори виграшів обчислюються за симет-

рією (якщо два гравці вибирають середні ціни, то вони мають по 1 при-
бутку, третій гравець з демпінговою ціною – 3; якщо ж 2 гравці виби-
рають демпінгові ціни – їх виграш 2, третього з середньою ціною – 0). 
Дослідимо вигідність відхилення від конкретної ситуації будь-

якого (але одного!) гравця. Розглянемо ситуацію (С,С,С). Відхилен-
ня одного гравця приведе до ситуації, у якій два гравці вибирають С, 
а третій (який відхилився) – Д. У цьому випадку гравець, що відхи-
лився, має додатковий виграш (3 замість 2), тобто йому вигідно від-
хилятись. Якщо у ситуації було 2С і 1Д, то відхилення гравця з С 
приведе до ситуації з 1С і 2Д і збільшення його виграшу з 1 до 2. 
Аналогічно, з ситуації з 2Д і 1С вигідно відхилитися хоча б одному 
гравцю (а саме тому, хто С поміняв на Д). Від ситуації ж (Д,Д,Д) не-
вигідно відхилятися будь-якому одному гравцю (у цьому випадку 
він замість 1 отримає 0). Отже, ситуація (Д,Д,Д) – "рівноважна", хоча 
і неефективна (її сильно домінує ситуація (С,С,С) і строго доміну-
ють ситуації 2С і 1Д). Перейдемо до формалізації. 

Визначення 2.3. Для гри ( )NiuXG ii ∈= ,,  ситуація *x  називаєть-
ся рівновагою за Нешем, якщо: 

  ( ) ( )*
\

* , iNiii xxuxu ≥ ,∀ Ni ∈ ,∀ ii Xx ∈ . (2.4) 
Будемо позначати через NE (Nesh Equalibrity) множину рівноваг 

Неша. Як синоніми будемо використовувати терміни "рівновага 
Неша", "нешівська рівновага", "нешівська ситуація", "NE – ситуа-

ція". Для зручності будемо використовувати також позначення NEx  

для рівноваг Неша. Стратегії, з яких утворюється NEx , будемо ана-
логічно називати "нешівські стратегії", "NE – стратегії". 

Отже, у рівновазі Неша *x  гравець і розглядає стратегії інших 

гравців *
\iNx  як екзогенно задані ("зовнішньо" задані) і максимізує 

свою функцію виграшу iu  на множині своїх стратегій ii Xx ∈ . Влас-
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тивість (2.4) рівноваг Неша полягає у тому, що *
ix  – одна з кращих 

відповідей на стратегії *
\iNx  (потрібно підкреслити – *

ix  є точкою 

глобального максимуму функції однієї змінної ( ) ( )*
\, iNiiii xxuxu ≡  

при фіксованих значеннях змінних *
\\ iNiN xx = ). З визначення 2.3 ви-

пливає, що дана ситуація є рівновагою Неша, якщо від неї невигідно 
відхилятись будь-якому одному гравцю (усі інші свої стратегії не змі-
нюють), оскільки значення його цільової функції не покращується (за-
лишається таким, як у даній ситуації, або погіршується). Навпаки, дана 
ситуація не є рівновагою Неша, якщо хоча б одному гравцю вигідно 
відхилятись від неї (значення його цільової функції хоча б на одній 
стратегії покращується). 
На відміну від складної або обережної поведінки концепція рів-

новаги Неша у загальному випадку не дає конкретних рекомендацій 
по вибору стратегії. Для ігор двох осіб з нульовою сумою NE – ситу-
ації є, очевидно, просто сідловими точками, тому нешівські стратегії 
співпадають з оптимальними стратегіями. 
Розглянемо приклад  2.4 (див. табл. 2.6). Розглянемо всі 9 ситуа-

цій на предмет аналізу їх на рівноважність за Нешем. Аналізуємо 
ситуацію ( )21,aa . Фіксуємо стратегію другого гравця 2a  (перший 

стовпчик) і розглядаємо відхилення 
першого з 1a  на 1b . Значення цільової 
функції першого гравця при цьому не 
погіршиться. Тому розглянемо відхи-
лення першого на 1c . Це приведе до 
покращення значення цільової функції 
першого гравця (з 2 на 5). Отже, 
( ) NEaa ∉21, . Фіксуємо 2b  й розгляда-

ємо відхилення першого гравця від 1a  на 1b . Знову відбудеться по-
кращення значення цільової функції першого гравця, отже, 
( ) NEba ∉21, . Аналогічно, ( ) NEca ∉21, . 

Ми аналізували ситуації ( )21,xa  (перший рядок таблиці), фіксуючи 
стратегії другого гравця і змінюючи стратегії першого. Можна було 
поступити і навпаки – фіксувати стратегію першого ( 11 ax = ) і зміню-

вати стратегії другого. Тоді, наприклад, від ситуації ( )21,aa  другому 

Таблиця 2.6. 
     2X  

1X  2a  2b  2c  

1a  2,2 2,1 1,5 

1b  2,3 3,3 2,2 

1c  5,1 2,2 3,2 
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вигідно відхилятись, вибираючи стратегію 2c . Зміна ситуації ( )21,ca  

переходом другого гравця на інші стратегії ( 2a  і 2b ) до погіршення 
значення його цільової функції не приводить, отже, у цьому випадку 
необхідно розглядати відхилення першого гравця (що ми зробили ра-
ніше). 
Аналізуючи таблицю далі, знаходимо дві нешівські точки ( )21,bb  

і ( )21,cc . Звернемо увагу, що перша з них ефективна, друга – домі-
нується першою. Отже, можливі різні ситуації – нешівські ситуації 
не є ефективними ("Дилема в'язня"), деякі з них ефективні, деякі ні. 
Легко побудувати приклад, коли усі нешівські точки є ефективними. 
Ми розв'язували приклад прямим перебором. Насправді перебір 

можна скоротити. Зафіксуємо, як і вище, стратегію 22 ax = . Очевид-
но, що "підозрілою на нешевість" можуть бути лише стратегії пер-
шого гравця, на яких досягається максимум ( )211 ,axu . У даному ви-

падку – це стратегія 1c  і, отже, ситуація ( )21,ac . Аналізуючи її на 

рівновагу (зміною стратегій другого гравця) маємо, що ( ) NEac ∉21, . 

Усі ситуації з першого стовпчика (у даному випадку це ( )21,ab ) роз-

глядати вже не потрібно. Якщо максимум ( )211 ,axu  досягався б для 

декількох стратегій 1x , то розглядати потрібно було б усі відповідні 
ситуації. 
Таким чином, ми побудували алгоритм. Для кожного фіксованого 

стовпчика 2x  знаходимо рядки, у яких досягається максимум 

( )211 ,xxu , для кожного фіксованого рядка 1x  знаходимо стовпчики, у 

яких досягається максимум ( )212 ,xxu , перетин знайдених рядків і 
стовпчиків і дасть нешівські ситуації. У нашому випадку, для стра-
тегії 22 ax =  максимізуюча стратегія 11 cx =  (позначимо 12 ca → ). 

12 bb → , 12 cc → , 21 ca → , 21 ab → , 2b , 21 bc → , 2c . Ситуації з мак-

симізуючих стратегій ( ( )21,bb , ( )21,cc ) і є нешівськими рівновагами. 

Якщо розглядається задача, в якій цільові функції iu  (одна або декі-

лька) мінімізуються, то можна або перейти до максимізації ( iu− ) 
або при розгляді відхилення використовувати термінологію вигідно–
невигідно (замість більше–меньше). 
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При 2>n  пошук рівноваг Неша ускла-
днюється, хоча принципово не зміню-
ється. Розглянемо життєво важливий 
випадок, коли n = 3 (якщо наші предки 
довгий час обмежувались поняттями 
"один", "два", "багато", то у багатьох 
практичних задачах досить обмежува-
тись n = 3).  

Розглядаємо таблицю 2.7 (у ній 3x  фіксоване на 3a ). Фіксуємо 2a  

(перший стовпчик) і знаходимо максимізуючі стратегії по 1x . Маємо 

( ) 132, baa → . Аналогічно ( ) 132, bab → , ( ) 132, aac → .   

Для таблиці 2.8: ( 33 bx = ) маємо: 

( ) 132, aba → , ( ) 132, bbb → , ( ) 132, abc → . 

Отже, лише ситуації ( )321 ,, aab , 

( )321 ,, abb , ( )321 ,, aca , ( )321 ,, baa , 

( )321 ,, bbb , ( )321 ,, bca  необхідно переві-
рити на рівноважність. З них максимум 

по другій компоненті досягається на ( )321 ,, aca , ( )321 ,, bca . У свою 
чергу, в останніх векторах максимум по третій компоненті досяга-
ється на ( )321 ,, aca . Отже, ця ситуація і є єдиною непівською рівно-
вагою.  
Вивчимо  властивості NE – рівноваг. 
Лема 2.3. Нешівські рівноваги індивідуально раціональні 

( IRNE ⊆ ). 

Доведення. Нехай NEx ∈* , тоді ( ) ( )*
\

* , iNiii xxuxu ≥  для ∀ Ni ∈ , 

∀ ii Xx ∈ . Оскільки *
\iNx  – фіксоване, то ( ) ( )iNii

x
iNii xxuxxu

iN
\

*
\ ,inf,

\

≥  для 

∀ ii Xx ∈ . Узявши супремум по ix  в цій нерівності, отримаємо необхід-

не.♦ 
Отже, NE – ситуація дає кожному гравцю хоча б його гарантова-

ний виграш, хоча NE – стратегії можуть і не бути обережними (див. 
наступний приклад) і тим більш оптимальними (тобто NE – ситуація 
може бути не паретівською – див. "Дилему в'язня"). Більше того, 
якщо кожна NE – ситуація є паретівською, то співіснування декіль-
кох різних паретівських ситуацій породжує боротьбу за лідерство, 

Таблиця 2.8 

2X  

1X  2a  2b  2c  

1a  2,2,1 1,5,1 2,2,2 

1b  1,3,2 2,1,2 1,1,1 

 

Таблиця 2.7. 

2X  

1X  2a  2b  2c  

1a  1,1,3 1,2,1 2,2,3 

1b  2,1,4 2,1,1 1,3,2 
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що унеможливлює знаходження "оптимальних" стратегій. Це ілюст-
рується наступним прикладом. 

Приклад  2.5 ("Перехрестя"). Два ав-
томобілі рухаються по двох перпендику-
лярних дорогах і одночасно зустрічаються 
на перехресті. Кожен з них може або зу-
пинитись (стратегія З) або продовжувати 
рухатись (Р). Наведена таблиця 2.9 фор-
малізує дану ситуацію у припущенні, що 

кожному гравцю краще зупинитись, ніж постраждати в аварії, і ру-
хатись, якщо інший зупинився. Додатне число ε  відповідає мірі не-
задоволення того, хто зупинився, від спостерігання колеги, який їде 
(величина ε  визначається етичними нормами суспільства). 
Обидві NE – ситуації (З,Р) та (Р,З) є паретівськими, хоча вони і не 

взаємозамінні. Для кожного гравця оптимальною стратегією є зупи-
нка, якщо інший вирішив переїхати перехрестя, і навпаки. Отже, за-
дача кожного полягає у виборі першим стратегії "рухатись" і отри-
мати виграш у 2 одиниці – маємо боротьбу за лідерство. Кожному 
гравцю вигідно демонструвати, що він може переключитись із стра-
тегії Р на стратегію З (наприклад, прикинутись п'яним або крикнути, 
що у нього відмовили гальма), і у той же час уважно спостерігати за 
супротивником, щоб вияснити, а чи той і дійсно не може зупини-
тись. Дивно, що найбільш вигідним є нераціональна поведінка, яка у 
той же час виявляється цілком розумною. Хоча кожен з читачів мо-
же пригадати випадки із свого життя, коли аналогічні дії (наприклад, 
стратегія "прибіднятися" на іспиті) приводили до позитивних нас-
лідків. Це ще один приклад того, що, взагалі кажучи, раціональність 
і розумність – це різні речі. Симетричність ролей обох гравців ро-
бить неможливим розв'язання конфліктної ситуації у вказаній по-
становці. Тому недарма придумуються правила дорожнього руху, 
чіпляються світлофори і т.д.  
Для n = 2 розглянуту ситуацію можна повністю формалізувати. 
Нехай iS  – виграш і – го гравця у будь-якій і – рівновазі Штакель-

берга (див. нижче). Тобто, iS  – це виграш і – го гравця, коли  
він є лідером, діє оптимально у припущенні, що і підлеглий поводить 
себе розумно. 
Визначення 2.4. У грі G маємо боротьбу за лідерство, якщо ∃  x: 

Таблиця 2.9. 
    2X

1X  
З Р 

З 1, 1 1-ε , 2 
Р 2, 1-ε  0, 0 
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( ) ii Sxu ≥ , i=1,2. 
Лема 2.4. Якщо у грі G мається хоча б дві паретівські NЕ – ситу-

ації 1x , 2x  з різними векторами виграшів: 

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )2
2

2
1

1
2

1
1 ,, xuxuxuxu ≠ , (2.5) 

то має місце боротьба за лідерство. 
Доведення. Оскільки 21 RRNE I= , то з визначення iS  

{ } ( ){ }2,1, =≤⇒∈ iSxuNEx ii . Якщо у грі G відсутня боротьба за 
лідерство, то знайдеться ситуація z, для якої справедливі нерівності 

( ) ii Szu ≥ , i=1,2, звідки: ( ) ( )zuxu ii ≤1 , ( ) ( )zuxu ii ≤2 , i=1,2. Оскільки 

ситуації 1x  та 2x  Парето-оптимальні, то усі чотири нерівності суть 
рівності, що суперечить (2.5).♦ 
Наступна лема порівнює NE – ситуації з складними рівновагами.  
Лема 2.5. Нехай у грі G множини стратегій iX  скінченні, Ni ∈ . 

Якщо гра G розв'язна за домінуванням, то будь-яка складна рівнова-
га є рівновагою Неша. 
Отже, для розв'язаних за домінуванням ігор складна поведінка 

завжди приводить до NE – ситуації. Цікаво відмітити, що протилеж-
не твердження не вірне. NE – стратегія 
може бути домінованою, як видно з на-
ступного приклада  2.6 (табл. 2.10). 
Ситуація ( )21,aa  – єдина рівновага Не-

ша. Однак 1a  домінується 1c , 2a  домі-

нується 2c . 
Умови леми 2.3 є одними з достатніх 

умов існування рівноваги Неша. Однак, 
у свою чергу, зручних умов для iX , iu , які б гарантували розв'яз-
ність за домінуванням, не існує. Тому результат леми 2.3 відносно 
існування рівноваги Неша є неконструктивним. У багатьох приклад-
них задачах функції виграшу iu  задаються аналітично з допомогою 
елементарних операцій над елементарними функціями (поліноміа-
льними, логарифмічними тощо). У цьому випадку корисним є тео-
рема [14]. 

Теорема 2.1 (Неш,1951р.). Нехай множина стратегій iX  є опук-
лою та компактною підмножиною деякого топологічного векторного 

Таблиця 2.10. 

2X

1X  2a  2b  2c  

1a  1,1 0,1 0,1 

1b  0,0 1,0 0,1 

1c  1,0 0,1 1,0 
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простору (узагалі кажучи, свого для кожного і). Нехай усі iu  – непе-

рервні дійснозначні функції на NX  такі, що для кожного iNiN Xx \\ ∈  

функції однієї змінної ( )iNii xxu \,  угнуті по ix  на iX . Тоді множина 
рівноваг Неша є непорожньою та компактною множиною. 
Доведення. Доведення спирається на теорему про нерухому точ-

ку та наступну лему. 
Лема 2.6 (Кнастера-Куратовського-Мазуркевича). Нехай p – ціле 

число і paa ,...,1  – деякі точки топологічного векторного простору. Не-

хай також pAA ,...,1  – деякі замкнуті підмножини множини { }paaCO ,...,1 , 

котра є випуклою оболонкою множини { }paa ,...,1 , причому для 

∀ { }pT ,1⊆ , множина U
Tk

kA
∈

 містить { }TkaCO k ∈ . Тоді перетин 

∅≠
=
I

pk
kA

,1

. Визначимо дійснозначну функцію ϕ  на NN XX × : 

( ) ( ) ( )( )∑
∈

−=
Ni

iiNii yuyxuyx \,,ϕ , NXyx ∈, . Із неперервності iu  та 

угнутості iu  по ix  випливає неперервність функції ϕ  по y та угну-

тість по x. Визначимо многозначне відображення Φ  з NX  у себе: 

( ) ( ){ }0, ≤∈=Φ yxXyx N ϕ , NXx∈∀ . 

Оскільки ϕ  неперервна по y, то ( )xΦ  – компакт для будь-якого x. 

Оскільки ( )xx Φ∈ , то ( ) ∅≠Φ x . Фіксуємо ціле p і p елементів 

pxx ,...,1  з NX . Будь-яка опукла комбінація ( )U
p

k

k
p

k

k
k xxx

11 ==
Φ∈=∑λ  

(інакше мали б для будь-якого pk ,1= : ( ) 0, >Φ xxk ; в силу угнутості 
Φ  відносно першого аргументу отримуємо протиріччя: 

( ) 0,,0
1

==







< ∑

=
xxxx

p

k

k
k ϕλϕ ). Отже, { } ( )U

pk

k
p xxxCO

,1
1,...,

=

Φ⊆ . 

Застосовуючи лему Кнастера-Куратовського-Мазуркевича маємо: 

( ) ∅≠Φ
=
I

pk

kx
,1

. Оскільки не порожні компактні множини ( )( )
NXxx ∈Φ  

такі, що будь-яке їх сімейство має не порожній перетин, то і перетин 
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усіх множин ( ) ∅≠Φ
∈
I

NXx

x . Для будь-якого *x  із цього перетину ма-

ємо: ( ) 0, * ≤xxϕ , ∀  NXx∈ , що може бути переписаним у вигляді 

( ) ( ) 0, **
\ ≤− xuxxu iiNii , ∀ Ni ∈ , ∀ ii Xx ∈ . Отже, ( ) NEx

NXx

=Φ
∈
I  і те-

орему доведено.♦ (Відмітимо, що це доведення належить Ж. Хадда-
ду, воно набагато коротше за оригінальне доведення Неша). 
Для того щоб знайти рівноваги за Нешем , необхідно розв'язати сис-

тему рівнянь: 

 ( ) ( )*
\

* ,max iNii
Xx

i xxuxu
ii ∈

= , Ni ∈ . (2.6) 

Теорема Неша стверджує, що за умовами теореми множина NE не 
порожня. Оскільки iu  угнута по ix , то приведена вище задача глоба-

льної оптимізації еквівалентна локальній задачі. Наприклад, якщо ix  

– внутрішня точка множини iX  і функція iu  диференційована по ix , 
то умови (2.6) еквівалентні умовам: 

0
*

=
∂
∂

xi

i

x

u
, Ni ∈ . 

Наведемо приклад  ("Олігополія з призначенням випуску"). 
Мається n виробників з нульовими витратами деякого насиченого 

за споживанням товару. Виробники постачають товар на ринок в 
об'ємах  ix , Ni ∈ , за ціною ( )nxxp ++ ...1 , де p(t) – спадаюча угнута 

функція: ( ) 00 >p , ( ) 0<′ tp , ( ) 0<′′ tp , 0
1

≥=∑
=

n

i
ixx . Маємо гру 

( ) nixpxi ,1 ; ),,0[ =+∞ . 

Оскільки iX  не є компактними множинами, покладемо ],0[ sYi = , 
де s є пропозицією, що породжує нульову ціну: p(s)=0. Для "звуже-

ної" таким чином гри ( )NiuYG ii ∈= ,,
~

 можна застосувати теорему 
Неша, котра гарантує існування NE– ситуації. В силу угнутості та 

диференційованості iu  маємо систему: ( ) ( ) 0*** =+′ xpxpxi , Ni ∈ . 

Звідси маємо: 
( )
( )*

*
*

xp

xp
xi ′

−= , Ni ∈ , тобто: xxxx n
~... **

2
*
1 ==== , де 
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( ) ( )xnpxnpx ~/~~ ′−= . 

Нехай n=2, ( )
2

1

21
21 1

1








−

+
=+

xx
xxp , [ ]2

1,0=iX , i=1,2. Тоді 

81~~
21 == xx . Цікаво відмітити, що обом гравцям вигідно ("у розу-

мінні" Неша) випускати 25% товару від їх потенційних можливос-
тей. 
При n=2 отримуємо як наслідок з теореми Неша відомий резуль-

тат з теорії ігор двох осіб з нульовою сумою. 
Теорема 2.2 (фон Неймана) (наслідок з теореми Неша). Нехай 

1X , 2X  – опуклі компактні підмножини деяких топологічних векто-

рних просторів, 1u  – неперервна дійснозначна функція на 21 XX × , 
причому:  

1) ( )211 ,xxu  угнута по 1x  для ∀ 2x , 

2) ( )211 ,xxu  опукла по 2x  для ∀ 1x . 

Тоді гра двох осіб з нульовою сумою ( )121 ,, uXX  має хоча б одну 
сідлову точку і, отже, ціну. 

Вибір Нешівських рівноваг. У загальному випадку гра може 
мати декілька ситуацій рівноваги за Нешем, при цьому, в різних си-
туаціях гравці можуть отримувати різні виграші. Тобто одні ситуації 
вигідні одним гравцям, інші – іншим. Після введення Нешем понят-
тя рівноваги, численні спеціалісти намагались сформулювати додат-
кові умови вибору єдиної рівноваги. Одна з таких концепцій запро-
понована лауреатами Нобелевської премії з економіки за 1994 рік 

Дж. Харшаньї та Р. Зельтеном [11].Розглянемо 
приклад  2.7 (табл .  2.11) Р. Аумана (ще 
один лауреат Нобелевської премії з економіки 
за 2005 рік). У цій грі маємо дві ситуації рів-
новаги: ),( 21 aa  та ),( 21 bb . Яку з них виберуть 

гравці? Ситуація ),( 21 aa  начебто краща для 

обох гравців ( ),( 21 aa  строго домінує ),( 21 bb ), 

але вибір ),( 21 aa  зовсім не очевидний. Отже, якщо перший гравець 

відхилиться від стратегії 1a  (при умові, що другий буде дотримува-

тися 2a ), то він утратить лише одну одиницю виграшу (≈10%), зате 

інший втратить 8 одиниць (≈90%). Водночас, першому гравцю абсо-

Таблиця 2.11. 

2X

1X  2a  2b  

1a  9,9 1,8 

1b  8,1 7,7 
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лютно не вигідно відхилятися від ситуації ),( 21 bb , оскільки він 

втрачає 6 одиниць (≈85%), а другий отримує навіть більше. Оскільки 
гра симетрична, то для другого гравця висновки аналогічні. Отже, 
ризик відхилення кожного гравця від ситуації рівноваги ),( 21 aa  бі-

льший, ніж від ),( 21 bb . Розглянемо  концепцію Харшаньї – Зельтена 
у спрощеному вигляді. 
Визначення 2.5. Нехай r та s шукані рівноваги в грі G. Ситуація r 

домінує за виграшем s , якщо ( ) ( ),  ;  ( ) ( )i i i iu r u s i N u r u s≥ ∈ ≠ . 

Визначення 2.5. Ситуація рівноваги r називається ефективною за 
виграшем у грі G, якщо не існує інших ситуацій рівноваги, які домі-
нують за виграшем r. 
Отже, ситуація рівноваги ),( 21 aa  у наведеному вище прикладі є 

ефективною за виграшем.  
Оцінка ризику для першого гравця визначається відношенням: 

2 1 2 2 1 2( , ) ( , ) 8 9u a b u a a = >  2 1 2 2 1 2( , ) ( , ) 1 7u b a u b b> = (аналогічно для 
другого гравця). Отже, для обох 
гравців рівновага ),( 21 aa  є більш 
ризикованою (на предмет відхи-
лення суперника від неї), рівновага 

),( 21 bb - менш ризикованою. 
У загальному випадку "несимет-

ричної" гри двох осіб із двома стра-
тегіями, можна також провести до-

слідження на "ризикованість рівноважних ситуацій. Для цього пере-
йдемо від гри з виграшами (табл. 2.12) до гри із "втратами" (при від-
хиленні від ситуацій рівноваги) (табл. 2.13). Так, таблиця з прикла-
дом  2.7 зводиться до таблиці 2.14. Одержимо несиметричну гру з 

Таблиця 2.12. 

2X

1X  2a  2b  

1a  ),( 1211 vv  ),( 1211 ww  

1b  ),( 2221 vv  ),( 2221 ww  

 

Таблиця 2.13. 
2X  

1X  2a  2b  2X  

1X  2a  2b  

1a  
)

,(

2212

2111

vv

vv

−
−

 )0,0(  1a  ),( 21 vv  )0,0(  

1b  )0,0(  
)

,(

1222

1121

ww

ww

−
−

 

≡  

1b  )0,0(  ),( 21 ww  
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втратами 0,,, 2121 >wwvv ; 2211  , wvwv >> . Оцін-
ка ризику для першого гравця визначається 
відношенням 11 / wv , другого гравця – відно-

шенням 22 / wv . Перший гравець має більш 
сильну мотивацію (з точки зору ризику) вибо-
ру ),( 21 aa , ніж другий для вибору ),( 21 bb , якщо 

2211 vwwv > , або 2121 wwvv >  (добуток Неша). 
Визначення 2.6. Ситуація а домінує за ризиком b, якщо 

2121 wwvv > . 
Визначення 2.7. Ситуація рівноваги а ефективна за ризиком у грі G, 

якщо не існує інших ситуацій рівноваги, які домінують за ризиком а. 
Так, у прикладі 2.7 ситуація рівноваги ),( 21 bb  домінує за ризиком 

ситуацію рівноваги ),( 21 aa  і є ефективною за ризиком. 
Отже, за думкою Дж. Харшаньї та Р. Зельтена, гравці не повинні 

вибирати ситуації, що є домінованими чи за виграшем, чи за ризи-
ком. А далі, вони повинні вирішити, що для них важливіше: виграш 
чи ризик, та вибирати одну з недомінованих рівноваг, відповідно чи 
за виграшем, чи за ризиком (зауважимо, що доцільно розглянути тут 
двохкритеріальну постановку цієї задачі, враховуючи, зокрема, 
“схильність до ризику” опонента). 
Слід відмітити, що у випадку, коли гравців більше двох та гравці 

мають більше двох стратегій, пошук недомінованих за ризиком рів-
новаг значно ускладнюється, але ця проблема має вирішення [11]. 

Часткова інформованість гравців. У багатьох економічних, полі-
тичних і соціальних ситуаціях природним чином виникає несиметрич-
ний розподіл інформації. Розглянемо найпростішу модель такого виду 
– поведінка  "лідер-підлеглий". Першим подібну модель розглянув еко-
номіст                     Г. Штакельберг на початку ХХ сторіччя при описан-
ні стратегій фірм, що конкурують на одному ринку. У таких ситуаціях 
нерідко одна з фірм виявля-ється сильнішою за інші і нав'язує їм свою 
стратегію, наприклад, призначає ціну. Безліч подібних прикладів мож-
на знайти в політиці, в армії, у сім'ї. 
Нехай для даної гри двох осіб ( )2121 ,,, uuXXG = , jR  – множина 

кращих відповідей j – го гравця на задані стратегії i – го ( ij ≠ ): 

Таблиця 2.14. 

2X

1X  2a  2b  

1a  (1,1) (0,0) 

1b  (0,0) 7,7 
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( ) ( ) ( )








≠=×∈=
∈

ijyxuxxuXXxxR Jij
Xy

jj
jj

,,sup,, 212121
. 

Визначення 2.8. Ситуація ),( 21 xx  називається  i – рівновагою 
Штакельберга, якщо:  

( )
( )

( )21
,

21 ,sup,
21

yyuxxu i
Ryy

i
j∈

= ; i,j=1,2, ji ≠ .  (2.7) 

Множину i-рівноваг Штакельберга позначимо через іШЕ .Можна 
інтерпретувати1-рівновагу Штакельберга на основі наступного сце-
нарію: гравець 1 (лідер) знає обидві функції виграшу 1u  і 2u  та ви-
користовує цю інформацію для передбачення реакції гравця 2. Гра-
вець 2 (підлеглий) сприймає стратегію гравця 1 як задану екзогенно 
(ззовні) і максимізує власний виграш (вибираючи свою максимізую-
чу стратегію). Таким чином, гравець 1, маючи перший хід і передба-
чаючи "розумність" реакцій на нього гравця 2, сам, поступаючи "ро-
зумно", буде розв'язувати задачу (2.7). Розглянемо приклад  2.10 
(табл. 2.16). Знайдемо 1-рівновагу Штакельберга   (1-лідер, 2-

підлеглий, 1 – знає 1u  і 2u , 2 – лише 2u ). На 

фіксовану стратегію першого 1a  другий ви-

бере свою максимізуючу стратегію 2c ; 

21 bb → , 2c ; 21 bc → . Таким чином, для ви-
бору своєї найкращої стратегії 1 гравець по-
винен розглядати лише ситуації ( )21,ca , 

( )21,bb , ( )21,cb , ( )21,bc  (це і є множина 2R ). 

Він, звичайно, вибере ( )21,cb  (на 2R  максимум 1u  досягається у 1b ). 

Отже,  1-рівновагою Штакельберга є ( )21,cb  ( ( ){ }211 ,cbШЕ = ). Ана-

логічно, фіксуючи 2a , знаходимо максимізуючі стратегії першого 

гравця (це 1b ), 12 ab → , 12 bc → , 1c . Шукаємо на множині 

( ) ( ) ( ) ( ){ }212121212 ,,,,,,, cccbbaabR =  максимізуючі стратегії другого 
гравця, отримуємо множину 2 – рівноваг за Штакельбергом 

( ){ }212 ,ccШЕ = . Отже, при несиметричному розподілі інформації 
вибір обох гравців буде детермінованим. У першому випадку (лідер 
– 1) – рівновага ( )21,cb  і у другому (лідер – 2) – ( )21,cc . Звернемо 
увагу, що лідер – 1 при розумному підлеглому може забезпечити 

Таблиця 2.16. 

2X

1X  2a  2b  2c  

1a  1,3 5,1 1,5 

1b  4,1 2,2 3,2 

1c  1,1 2,4 3,3 
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собі лише 3 одиниці виграшу, хоча потенційно він міг отримати і 4 
( ( )21,ab ) і 5 (( )21,ba ). Аналогічно маємо для лідера – 2. Звичайно, 
множина 1- рівноваг Штакельберга може містити більше ніж один 
елемент. Тоді множина вибору хоча і скорочується, але неоднознач-
ність залишається. 
Принцип поведінки гравців, що описується визначенням 2.8, на-

гадує процес виключення домінованих стратегій. Наступний резуль-
тат показує, що рівновага Штакельберга зводиться до складних рів-
новаг при відповідному перетворенні початкової гри. 

Лема 2.7. Нехай ( )2121 ,,, uuXXG =  – скінченна гра двох осіб, 

причому функції 1u  і 2u  взаємно однозначні на 21 XX × . Тоді існує 

єдина 1 – рівновага Штакельберга, яку позначимо ( )21
~,~ xx . Розгляне-

мо гру ( )2121
~,~,,

~
1 uuXXG X= : 1

2
XX  утворюється відображенням 

21: XX →η ; 11 Xx ∈∀ , 1
2
XX∈∀ η , ( ) ( )( )111 ,,~ xxuxu ii ηη = . 

Тоді гра G
~

 розв'язна за домінуванням, причому єдиною склад-
ною рівновагою є ( )η~,~

1x , де η~  – стратегія найкращих відповідей 

гравця 2, і ( ) 21
~~~ xx =η .  

Доведення. Існування та єдиність 1-рівноваги Штакельберга ви-

пливає із взаємної однозначності 1u  на 21 XX × . У грі G
~

 стратегія 

найкращих відповідей η~  другого гравця є домінуючою стратегією: 

( ) ( ) ( )( ) ( )ηηη ,~,,sup~,~
1211221212

22

xuxxuxxuxu
Xx

=≥=
∈

, 11 Xx ∈∀ ,

1
2
XX∈∀ η . 

Перед другим раундом виключення домінованих стратегій гра-

вець 1 є учасником гри { }( )21
1
1 ,,, uuX η , в якій його єдина домінуюча 

стратегія визначається так: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )ηηηη ,~,,,~
12111

*
1

*
11

*
11 xuxxuxxuxu =≥=  для ∀  1x . 

В силу взаємної однозначності 2u  графік відображення η  спів-

падає з 2R . Отже, ( )( )*
1

*
1 , xx η  є 1 – рівновага Штакельберга і 1

*
1 xx = , 

( ) 2
*
1 xx =η .♦ 
Відмітимо, що існування і – рівноваги Штакельберга можна гара-

нтувати при звичайних передумовах ( iX  – компактні, iu  – непере-
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рвні). Однак лема 2.7 безпосередньо не узагальнюється. 
 

 
Контрольні завдання до  §2 

 
 

1 Знайти множини складних рівноваг (SE), рівноваг Неша 
(NE), сильних рівноваг Неша (SNE),  і-рівноваг Штакельбер-
га (ШЕі): 

1.1. 
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 1,0 1,1 2,1 
b1 1,5 0,5 1,4 
c1 5,1 1,2 2,2 

1.2. 
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 3,1 3,2 3,3 
b1 2,2 3,3 1,3 
c1 3,1 2,4 4,2 

1.3. 
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 2,4 1,3 3,4 
b1 2,5 3,3 4,3 
c1 1,1 4,2 4,2 

1.4. 
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 1,1 1,3 3,2 
b1 1,3 2,2 3,1 
c1 3,2 2,3 3,3 
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§3. Поведінка гравців в умовах мінімальної інформованості 
 
Говорять, що гра відбувається в умовах мінімальної інформова-

ності, якщо гравці знають лише свої функції виграшу, але на відмі-
ну від умов повної неінформованості, гра може відбуватися необме-
жену кількість разів і гравці можуть разом спостерігати її наслідки. 
Проаналізуємо мотивацію концепції рівноваги Неша з "філософ-

ської" точки зору. Можливі два "крайніх" сценарії.  
1. З "нормативної" точки зору покладемо, що гравці спільно об-

говорюють вибір сценарію до тих пір, поки не домовляться до "не-
обов'язкової" домовленості. Далі вони розходяться й обмін інформа-
цією припиняється. Після цього кожен гравець таємно вибирає свою 
"справжню" стратегію, не знаючи дійсних стратегічних виборів ре-
шти. Кожен гравець може бути вірним досягнутій домовленості, а 
може й відступити від неї. Тоді і лише тоді, коли узгоджена ситуація 
є рівновагою Неша, отримуємо стабільну домовленість.  

2. З "описової" точки зору ми шукаємо "стійкі" ситуації "коротко-
зорих" процедур "намацування", у яких кожен гравець притримуєть-
ся оптимальної стратегії при умові (котра постійно порушується), 
що решта гравцыв не змінює своїх стратегій. Коли ця "процедура 
намацування Курно" (див. нижче) збігається, отримуємо рівновагу 
Неша. . 
Перший сценарій ("стратегічний") передбачає повну інформова-

ність гравців (кожен знає усі цільові функції) і актуальну можли-
вість знаходження нешівських рівноваг; другий сценарій ("тактич-
ний") реалізується в умовах мінімальної інформованості гравців 
(кожен знає лише свою цільову функцію, контакти гравців зводяться 
до спільного спостереження стратегій) і, взагалі кажучи, не завжди 
приводить до нешівської рівноваги. Розглянемо другий сценарій 
більш детально. 

Процедура Курно. Розглянемо класичний приклад. 
Приклад  3.1("Дуаполія Курно з призначенням випусків"). Два 

гравці поставляють на ринок один і той же товар в об'ємах ix , i= 1,2, 

по ціні ( ) ( )2121 1 xxxxp +−=+ . Максимальні виробничі можливості 

кожного гравця дорівнюють 21 . Розглядаються 2 варіанти:  

♦ постійні витрати на випуск одиниці продукції при збільшенні 

масштабів виробництва (оцінюються величиною x2
1  на виробниц-



 203 

тво x одиниць продукції);  

♦ спадаючі витрати (оцінюються величиною 2

4
3

2
1 xx− ). 

Для випадку а) маємо гру у нормальній формі: 

( )1 2
1 10, ,   ( ) 1 ;  1,22 2i i i iX u x x x x x i = = − − − =

 
. 

Оскільки множини стратегій компактні, функції виграшу дифе-
ренційовані та угнуті, отримуємо оптимальні відповіді і-го гравця на 
фіксовані стратегії j-го з розв'язку системи: 

0=
∂
∂

i

i

x

u
, i= 1,2. Маємо: 

( ){ }2
10,2

1
4

1),( 21 ≤≤+−== jijii xxxxxxR . 

Єдина NE– ситуація знаходиться як перетин множин iR  (прямих 

iR  на рис. 3.1), тобто: ( ){ }61,6121 == RRNE I . 
Процедура намацування Курно починається з довільної точки 

( )0
2

0
1 ,xx , 2

10 0 ≤≤ ix , далі кожен гравець використовує свою опти-

мальну відповідь на поточну стратегію партнера: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 1 0 0 0 1 1 1 1
1 2 1 2 2 2 1 1 2 1 1 2, , , , , ...x x x x x x R x x x x Rα α→ = ∈ → = ∈ → →

( ) ( ) 2
1
211

1
21 ,, RxxRxx ttt ∈→∈→ − . 

На рис. 3.1 вказано дві такі по-
слідовності. Легко переконатись, 
що для будь-якої початкової по-

зиції гри 0x  з квадрата 
[ ] [ ]21,021,0 ×  процедура нама-
цування Курно збігається (із 
швидкістю геометричної прогре-
сії) до NE– ситуації ( )61 ,61 . У 
цьому випадку NE – ситуація 
( )61 ,61  є стійкою. 
Для випадку б) маємо насту-

пну гру у нормальній формі: 
2

1 2
31 10,  ,   ( ) (1 ) ( )2 2 4i i i i iX u x x x x x x = = − − − −

 
. 

2
1

4
1

4
1

6
1

6
1

2R

1R
2
1

0
x

0
x

 
Рис. 3.1. 
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При знаходженні оптимальних відповідей гравців на фіксовані стра-
тегії супротивника, врахувавши оптимальні значення на границях мно-
жини ситуацій гри, маємо (Рис. 3.2.):  

( ){ }210,),( ≤≤== jjijii xxxxxR β , ( )







≤≤−

≤≤
=

.2
1

4
1,21

,4
10,2

1

xx

x
xβ  

Одержимо три NE – ситуації: ( ) ( ) ( ){ } 5.0,0,0,5.0,3/1,3/1 =NE . 
Починаючи з будь-якої почат-

кової позиції ( )3/1,3/10 ≠x , проце-
дура намацування Курно за скін-
ченну кількість кроків збігається до 
( )0,5.0  або до ( )5.0,0 . Це залиша-
ється справедливим, навіть, якщо 

точка 0x  знаходиться як завгодно 
близько до точки ( )3/1,3/1 , але не 
співпадає з нею. Отже, NE– ситуа-
цію ( )3/1,3/1  логічно назвати не-

стійкою, а ( )0,5.0 , ( )5.0,0  – стій-
кими (локально). 
Можна дати різні визначення процедури намацування Курно для 

ігор n осіб: гравці можуть змінювати свої стратегії одночасно або 
послідовно (порядок має значення). Ці поняття співпадають для 

2n =  і не співпадають для 3≥n . 
Нехай кожен гравець має єдину стратегію оптимальної відповіді 

( ) iiNi Rxr ∈\  на стратегії інших гравців iNiN Xx \\ ∈ . З будь-якою ситуаці-

єю NXx ∈0  зв'язана процедура одночасного намацування Курно, що 

будує послідовність ,...,...,, 10 txxx  з NX  таку, що ( )1
\

−= t
iNi

t
i xrx , Ni ∈ , 

1,2,...t = . 
Стійкі, локально стійкі та нестійкі рівноваги Неша. 
Визначення 3.1. Рівновага Неша *x  стійка, якщо для ∀ NXx ∈0 , 

процедура намацування Курно, що починається з 0x , збігається до *x . 
Відмітимо, що стійка NE– ситуація обов'язково є єдиною рівнова-

гою Неша у грі, оскільки, якщо 0x  є рівновагою Неша (у визначенні 

3

1

3

1 4

1

4

1

2R

1R

Рис. 3.2. 
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0x  може будь-якою, зокрема, NE– ситуацією), то процедура намацу-
вання Курно приводить до стаціонарної послідовності. 
Для заданого порядку гравців { }nN ,...,2,1=  процедурою 

{ }n,...,2,1  – послідовного намацування Курно, що починається з 0x , 

називається послідовність { }tx , де ( )11
111 ,...,,,..., −−

+−= t
n

t
i

t
i

t
i

t
i xxxxrx , 

Ni ∈ , t=1,2,…. 

Визначення 3.2. NE – ситуація *x є{ }n,...,2,1  – стійкою, якщо для 

∀ 0x  процедура { }n,...,2,1  – послідовного намацування Курно, що 

починається у 0x , збігається до *x . 
Приклад  3.2 (табл. 3.1). Почнемо з 

ситуації ( )21
0 ,aax = . Перший гравець 

оптимізує свій виграш при фіксованій 
стратегії другого гравця, для чого за-
мість 1a  вибирає 1b . Далі другий гра-
вець оптимізує свій виграш, вибираючи 

2b  або 2c  (у даній грі не гарантується 
єдиність оптимізуючої стратегії). Якщо 

буде вибрана стратегія 2b , то процедура зупиниться, оскільки з си-

туації ( )21,bb  перший гравець свій виграш покращити вже не може. 

Якщо ж буде вибрана стратегія 2c , то матимемо: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2121212121 ,,,,, bbabaccccb →→→→  або ( )21,cb .  
Отже, у випадку неоднозначності вибо-

ру оптимізуючих стратегій хоча б одним 
гравцем процедура може зупинитись на-
віть при єдиній NE– ситуації (як у даному 
прикладі: ( )21,bb  є єдиною нешівською 
рівновагою). В умовах визначень 3.1, 3.2 
подібного зациклення бути не може (вибір 
оптимізуючих стратегій однозначний). 

Приклад 3.3 (табл. 3.2). Почнемо з ( )21
0 ,bbx = . Процедура (1,2) – ге-

нерує: ( ) ( ) ( ) NEccbcbb ∈→→ 212121 ,,, . Процедура (2,1) – дає послідов-

ність ситуацій: ( ) ( ) ( ) NEaaabbb ∈→→ 212121 ,,, . Як бачимо від порядку фі-
ксації стратегій залежить побудова тієї чи іншої NE– ситуації.  

Таблиця 3.1. 

2X

1X  2a  2b  2c  

1a  3,3 2,4 3,3 

1b  4,2 3,3 2,3 

1c  3,4 2,2 4,3 

 

Таблиця 3.2. 

2X

1X  2a  2b  2c  

1a  2,2 3,1 0,0 

1b  1,3 2,2 1,1 

1c  0,0 4,1 2,2 
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У прикладі  3.4 (табл. 3.3) нешівсь-
кою рівновагою є єдина ситуація ( )21,cc . 

Якщо 0x  належить декартовому квадра-
ту множин стратегій { } { }2211 ,, baba × , то 
процедура намацування Курно зациклю-
ється незалежно від порядку фіксації 
стратегій. До ( )21,cc  може привести 
лише (2,1) – послідовне намацування 

Курно з точок ( )21,ac  та ( )21,bc . 
Резюме. Навіть у скінченній грі в умовах мінімальної інформованості 

раціональна поведінка гравців (вибір оптимальної стратегії у відповідь на 
оптимальну стратегію супротивника) може не привести до розв'язання 
конфліктної ситуації. Тепер стає зрозумілою природа "зациклювання" у 
багатьох життєвих ситуаціях (політичних, соціальних, економічних, сі-
мейних і т.д. і т.п.) – адже у більшості випадків ми застосовуємо саме 
процедуру намацування Курно в умовах мінімальної інформації! В умо-
вах незнання (або небажання знати!) цілі партнерів. І що залишається у 
цих умовах? На слово – слово, на дію – дію. Одним словом, "око – за 
око", "зуб – за зуб"! І у результаті в ситуацію ( )21,cc  з виграшами (5,5) 
(чи (500,500) – не має значення) узагалі можна ніколи не потрапити.  
Маленький ймовірнісний аналіз. З восьми ситуацій (крім ( )21,cc ) 

можна піти 2 шляхами – по стовпчиках або по рядках. Маємо 16 
можливостей, з яких лише відмічених 4 ведуть до цілі. Отже, у да-
ному прикладі з ймовірністю 41  (якщо випадково почали з ( )21,cc , 

то з ймовірністю вже 91 ) можна прийти до цілі.  
Нескладно побудувати приклад з десятком стратегій у кожного 

гравця, в якому ймовірність розв'язати конфлікт з користю для кож-
ного дуже і дуже мала. А якщо 10≈n , то і взагалі мета практично (й 
теоретично) недосяжна. Якщо ж домовитись про вибір (необов'язко-
вий!) ситуації ( )21,cc , то навіть не "дуже розумним" супротивникам 
не захочеться від неї відхилятись. 

Умови стійкості. Достатні умови стійкості NE– ситуацій складно 
отримати і вони виявляються вельми обмежувальними. Тим не 
менш, якщо послабити поняття стійкості з "глобальної" на "локаль-
ну", то з'являється можливість (для n = 2) майже повністю описати 
локально стійкі NE– ситуації. 

Таблиця 3.3. 

2X

1X  2a  2b  2c  

1a  2,2 2,3 1,2 

1b  1,3 3,1 2,2 

1c  1,1 2,1 5,5 
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Теорема 3.1. Нехай 1X , 2X  - множини  з 1E , *x  – рівновага Не-

ша у грі ( )2121 ,,, uuXXG = , причому виконуються умови: *
ix  – вну-

трішня точка iX , 1,2i = ; функції iu  двічі неперервно-

диференційовані в околі *x ; частинні похідні 0*)( 22 <∂∂ ii xxu . То-
ді, якщо 

  
2
2

2
2

2
1

1
2

21

2
2

21

1
2

x

u

x

u

xx

u

xx

u

∂
∂⋅

∂
∂<

∂∂
∂⋅

∂∂
∂

,  (3.1) 

то *x  – локально стійка,  

 
2
2

2
2

2
1

1
2

21

2
2

21

1
2

x

u

x

u

xx

u

xx

u

∂
∂⋅

∂
∂>

∂∂
∂⋅

∂∂
∂

,   (3.2) 

то *x – не є локально стійкою (усі похідні взято у точці *x ). 
З умов теореми випливає, що множини оптимальних відповідей 

гравців iR  є двома гладкими кривими, що перетинаються у точці 
*x . У нерівностях (3.1), (3.2) порівнюються модулі  тангенсів кутів 

нахилу дотичних до кривих 1R  і 2R  у точці *x . Покладемо 

2

2

1

2

xx

u

xx

u

i

i

i

i
i ∂∂

∂
∂∂

∂=α . Тоді умови (3.1), (3.2) можна переписати як: 

 *
21 x⇒> αα – локально стійка, 

 *
21 x⇒< αα – не є локально стійкою. 

Коротко розглянемо "процедуру намацування Курно у неперервно-
му часі". Нехай ( )NiuXG ii ∈= ;,  – гра n осіб, у якій кожна множина 

стратегій одновимірна, функції виграшів iu  двічі неперервно-

диференційовані. Нехай ϕ  – дійснозначна функція, визначена на 1E , 

причому ( ) 00 =ϕ , ( ) 0>′ tϕ , для 1Et ∈ . Тоді "процедуру намацування 
Курно у неперервному часі" задає наступна система диференціальних 
рівнянь: 

 ( )( )iiNi
i xxr
t

x
−=

∂
∂

\ϕ , Ni ∈ ,  (3.3) 

де ( )iNi xr \  – оптимальна відповідь і – го гравця на вектор стратегій 

iNx \  інших гравців. Якщо ix∗  є NE–стратегією для кожного гравця 



 208 

i N∈ , то ( )*
\

*
iNii xrx = , i N∈ , ( ) 00 =ϕ , і точка ( )i i Nx x∗ ∗

∈=  є нерухо-
мою (стаціонарною) точкою системи (3.3). Можна показати, що ло-

кальна стійкість ситуації *x  вже є і глобальною. 
 

Контрольні завдання до  §3 
 

1. Проаналізувати рівноваги Неша на стійкість 
 
1.1. 

X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 1,0 1,1 2,1 
b1 1,5 0,5 1,4 
c1 5,1 1,2 2,2 

 
1.2. 

X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 3,1 3,2 3,3 
b1 2,2 3,3 1,3 
c1 3,1 2,4 4,2 

 
 
1.3. 

X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 2,4 1,3 3,4 
b1 2,5 3,3 4,3 
c1 1,1 4,2 4,2 

1.4. 
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 1,1 1,3 3,2 
b1 1,3 2,2 3,1 
c1 3,2 2,3 3,3 
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Питання для самоперевірки до розділу 5 
 

1. Визначте на основі сітки Томаса-Кілмана, який спосіб 
розв’язання конфліктних ситуацій ви використовуєте.  

2. Ваш «сусід»? Порівняйте результати вашої самооцінки та оцін-
ки вас «сусідом». 

3. Дайте визначення множин: недомінованих стратегій, рівноваг у 
домінуючих стратегіях, Парето-оптимальних ситуацій, обережних 
стратегій, індивідуально-раціональних ситуацій, переговорних ситу-
ацій, складних рівноваг, рівноваг Неша, сильних рівноваг Неша,  і-
рівноваг Штакельберга.  

4. Що таке «складна рівновага»? 
5. Дайте визначення рівноваги Неша. 
6. Дайте визначення рівноваги Неша, ефективної за виграшем та 

ризиком. 
7. Що таке і-рівновага Штакельберга? 
8. Опишіть процедури «одночасного та послідовного намацуван-

ня Курно». 
9. Поясніть стійкість, локальну стійкість та нестійкість рівноваг 

Неша. 
10. Дайте визначення змішаного розширення гри та змішаної рів-

новаги Неша.  
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РОЗДІЛ 6. 
КООПЕРАТИВНЕ ПРИЙНЯТТЯ РІШЕНЬ 

 
У попередньому розділі розглядався випадок задач прийняття 

рішень, у яких гравці діяли некооперативно, тобто явний обмін ін-
формацією між ними був відсутній. Це, як правило, приводить до 
неефективності (домінованості) рівноважних ситуацій. У випадку 
можливості обміну інформацією можна сподіватись на кооперацію у 
процесі прийняття рішень (вибору стратегій). Умови кооперації ви-
значаються гравцями у ході переговорів, у яких можуть взаємно з'я-
совуватися функції виграшу, різноманітні психологічні аспекти по-
ведінки супротивників (колег), проводить торги тощо. У результаті 
гравці приходять до кооперативної домовленості, яка може бути 
обов'язковою (коли підписується контракт про використання певних 
стратегій й виконання цього контракту забезпечується деяким конт-
ролюючим органом, якому підкоряються всі гравці) або необов'яз-
ковим (коли такого органа не існує й тому домовленість нагадує 
міжнародні договори, які діють до тих пір, поки не вигідно їх пору-
шувати).  

 
§1. Кооперативна поведінка гравців 

 
Будемо розглядати необов'язкові домовленості з точки зору їх ста-

більності, яка розуміється як невигідність відхилення від неї гравця-
ми. Стабільність є не таким уже простим поняттям, як може здатись 
на перший погляд. Дійсно, відхилення деяких гравців від домовленос-
ті (необов'язкової) може заставити інших гравців (котрі спочатку не 
збирались порушувати домовленість) змінити свої стратегії. Ці зміни 
важко передбачити незалежно від того, чи ми передбачаємо чи ні, що 
порушення домовленості знищить дух кооперації й приведе до некоо-
перативної поведінки гравців. Тому будемо вважати, що необов'язкові 
домовленості будуть складатись з домовленостей про ситуацію, а та-
кож із сценарію реагування кожного гравця i на відхилення будь-якої 
коаліції, що не містить гравця i. Цей сценарій об'являється наперед і є 
"сценарієм погроз". Зокрема, реакція на порушення домовленості мо-
же полягати у відсутності будь-якої реакції ("сценарій ігнорування"). 
В принципі у якості домовленості може виступати будь-яка ситу-

ація гри, але логічно використовувати "стабільні" ситуації, від яких 
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невигідно відхилятись. Основним прикладом стабільної є домовле-
ність, що базується на рівновазі Неша. Її стабільність забезпечується 
взаємним незнанням остаточних стратегічних виборів. 

Сильна рівновага Неша. Розглянемо приклад  1.1 (табл.1.1). 
Перший гравець може запропонувати виб-
рати ситуацію ( )21,bb , погрожуючи, у разі 

відмови другого, перейти на стратегію 1a  (і 
другий взагалі нічого не матиме). Несклад-
но придумати приклади, у яких другий гра-
вець згодиться на ситуацію ( )21,bb  – "краще 
мати хоча б щось". Але спокуса іншого від-

хилитись від 2b  буде залишатись. 

Ситуація ( )21,ab  здається ідеальною для переговорів (від неї не-
вигідно відхилятись обом), але у першого гравця також завжди буде 
спокуса запропонувати ситуацію ( )21,bb  – у ній він має виграш у 10 
разів більший! 
На прикладі цієї гри маємо знов (як і у §2.4) проблему "рівність–

ефективність". Ситуація ( )21,bb  описує багате "рабовласницьке" су-

спільство ( 10021 =+ uu ), ( )21,ab  – відносно бідне "демократичне" 

суспільство ( 2021 =+ uu ), точки ( )21,aa , ( )21,ba  відповідають "ре-
волюційним" ситуаціям. 
Спочатку узагальнимо концепцію рівноваги Неша, потім розгля-

немо стабільність на основі погроз. Узагальнення концепції рівноваги 
Неша можливе у двох напрямках. Якщо гравці – порушники можуть 
утворювати коаліції, то виконання домовленості підпадає під небез-
пеку зі сторони потенційних відхилень будь-якої коаліції. Це приво-
дить до концепції "сильної" рівноваги. Якщо гравці можуть викорис-
товувати випадковий механізм, який реалізує корельовано рандомізо-
вані стратегії і посилає гравцям ізольовано сигнал про те, якої страте-

гії йому притримуватись, то виникає поняття рі-
вноваги у спільних змішаних стратегіях. 
Розглянемо приклад  1.2 (табл. 1.2). Маємо 

дві нешівські рівноваги – ( )21,aa  й ( )21,bb . Але, 

якщо від ситуації ( )21,aa  невигідно відхилятись 
будь-якому (але одному! – стратегія другого є 

Таблиця 1.1. 

2X  

1X  2a  2b  

1a  1,0 1,0 

1b  10,10 99,1 

 

Таблиця 1.2. 

2X  

1X  2a  2b  

1a  1,1 1,0 

1b  0,1 2,2 
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фіксованою), то від ( )21,bb  невигідно відхилятись обом одночасно 

(якщо від ситуації ( )21,aa  одночасно відхиляться обоє, то вони пе-

рейдуть у ситуацію ( )21,bb , вигіднішу для обох). 

Визначення 1.1. Для гри ( )NiuXG ii ∈= ,,  ситуація *x  є сильною 

рівновагою Неша, якщо не існує коаліції гравців T N⊆ , для яких 
було б вигідно відхилятись від даної ситуації у випадку, коли допо-
внювальна коаліція \N T  не реагує на відхилення: T N∀ ⊆ , 

T Tx X∀ ∈  несумісна система нерівностей: 

( ) ( ) ( ) ( )**
\

**
\ ,:;,, xuxxuTjTixuxxu jTNTjiTNTi >∈∃∈∀≥ . (1.1) 

Множину сильних рівноваг у грі G позначатимемо через SNE(G). 
Ця множина може бути порожньою. 
Покладаючи у формулах (1.1) {}iT = , Ni ∈ , маємо, що сильна 

рівновага Неша є просто рівновагою Неша, тобто ( ) ( )GNEGSNE ⊆ . 
Покладаючи T=N, отримуємо, що сильна рівновага є Парето–
оптимальною (ефективною) ситуацією. Отже, для n=2 сильні рівно-
ваги Неша – це ефективні рівноваги Неша. 
У прикладі  1.2 дві рівноваги Неша – ( )21,aa , ( )21,bb , але лише 

( )21,bb  є сильною рівновагою. При 3≥n  потрібно аналізувати ефек-
тивні рівноваги Неша на предмет вигідності відхилення від них 
"проміжних" коаліцій Т ( NT <<1 ). Розглянемо приклад 1.3. Єдина 

нешівська рівновага ( )321 ,, aca  (див. Табл. 1.3) не є сильною рівнова-

гою, оскільки не є ефективною (вона домінується ( )321 ,, bca ).  

 
В прикладі  1.4 (табл. 1.4) дві нешівські точки, які є ефективни-

ми ( ( )321 ,, aaa  й ( )321 ,, bbb ), але лише одна є сильною рівновагою – 

( )321 ,, bbb . Від ситуації ( )321 ,, aaa  вигідно відхилятись, наприклад, 

коаліції { }3,2=T  у точку ( )321 ,, aba . 

Таблиця 1.3. 

3a  2X  

1X  
2a  2b  2c  3b  2X  

1X  
2a  2b  2c  

1a  1,1,3 1,2,1 2,2,2 1a  2,2,1 1,5,1 2,3,2 

1b  2,1,4 2,1,1 1,3,2 

 

1b  1,3,2 2,1,2 1,1,1 
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Інтерпретація власти-
вості стабільності (1.1) 
базується на двох-
етапному процесі при-
йняття рішень. На пер-
шому етапі гравці при-
ходять до домовленості 
про деяку конкретну си-

туацію *x . Далі обмін інформацією при-пиняється й кожен гравець 
самостій-но приймає рі-шення про свою остаточну страте-гію. Будь-
який гра-вець Ni ∈  може відмовитись від використання стратегії 

ix∗ , але не може інформувати інших про своє відхилення. Може бути 
також сформованою будь-яка коаліція T N⊆ , яка відхиляється від 

*
Tx  й вибирає Tx , але гравці поза цією коаліцією не можуть бути 
проінформовані про цю зміну, тому очікується, що вони будуть при-

тримуватись коаліційної стратегії *
Tx  відповідно до домовленості . 

На прикладі ігор 2-х осіб ми переконались, що не-порушність 
будь-якої NE – ситуації руйнується, якщо виникає боротьба за лі-
дерство. Аналогічна ситу-ація можлива у грі n осіб. 
Гра  "Переговори". У цій грі n гравців повинні поділити 1 грив-

ню. Гравці подають свої заявки арбітру, який задовольняє їх, якщо у 
сумі вони не перевищують 1 гривню. Інакше жоден гравець нічого 
не отримує: [ ]1,0=iX , Ni ∈ ,  

 ( )












>≤= ∑∑
∈∈

1якщо,0  ;1якщо,
Nj

j
Nj

jii xxxxu . 

Розв'язок ( )0,...,00 =x  не є сильною рівновагою, оскільки він до-

мінується, наприклад, точкою ( ) njnx ,11 == . Аналогічно, розв'язок 

( )
njjxx

,1=
′=′ , 1<′∑

∈Nj
jx , також є домінованим (наприклад, точкою 

( )
njjxx

,1
~~

=
= , jj xx ′=~ , 1,1 −= nj , 













−+′= ∑

−

=

1

1

11~
n

j
jnn xxx ). Відхилення 

Таблиця 1.4 

3a  2X  

1X  
2a  2b  3b  2X  

1X  
2a  2b  

1a  2,2,2 1,2,3 1a  1,1,1 1,2,1 

1b  1,2,3 1,3,1 

 

1b  1,2,1 1,3,2 
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будь-якої коаліції від точки ( )
njjxx

,1

**

=
= , 1

1

* =∑
=

n

j
jx , може лише погі-

ршити результат хоча б одному члену коаліції. Отже, 

( )








=∈= ∑
∈

1
Ni

iN xXxGSNE . 

Відмітимо, що коли коаліція T діє у ролі лідера й вибирає набір 

стратегій *
Tx  так, що ε−=∑

∈
1*

Ti
ix , 10 << ε , то коаліції N\T залиша-

ється вибрати *
\TNx  такий, що ε=∑

∈ TNj
jx

\

* . Отже, будь-який учасник 

або коаліція, привласнивши собі право лідера, може забрати собі 
майже всю гривню (наприклад, 99 коп.)!  
Виберемо тепер конкретну SNE – ситуацію для переговорів, на-

приклад, nxi 1* = , Ni ∈ . Для того, щоб зробити таку домовленість 
стабільною, кожен гравець повинен вирішити не звертати уваги на 
заявки гравців, більші за n1 . Найкращим чином така політика "глу-
хоти" може бути реалізованою шляхом обмежень в обміні інформа-
цією між гравцями. Ці обмеження повинні бути або законом (як у 
системі таємного голосування) або фізичним обмеженням (супутни-
ки Одисея затикали вуха воском, щоб не бути звабленими сирена-
ми). Отже, необов'язкові домовленості вимагають деяких обов'язко-
вих обмежень в обміні інформацією. 

Рівновага у спільних змішаних стратегіях. З кооперативної то-
чки зору рівновага Неша у змішаних стратегіях є необов'язковою 
домовленістю, яка забезпечується тайною проведення лотерей, що 
організують гравці для випадкового вибору остаточного рішення. 
Розглянемо приклад  1.5 ("Ввічливі водії", у літературі цей при-

клад відомий також під назвою "Сімейна суперечка"). Модифікуємо 
виграші у грі "Перехрестя": якщо один водій зупиняється, то для 
нього краще, щоб інший проїхав. Виграші приведені у табл. 1.5. У 
доповнення до двох  NE– ситуацій у чистих стратегіях з векторами 
виграшів ( )2,1 ε+ , ( )ε+1,2  (як і раніше 10 << ε , величині ε  відпо-
відає степінь “ввічливості" водія) ця гра має цілком змішану рівно-

вагу ( )*
2

*
1 ,µµ : III δ

ε
δ

ε
εµµ

+
+

+
+==

2

1

2

1*
2

*
1  з вектором виграшів 
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+
+

+
+

ε
ε

ε
ε

2
1,

2
1 . Ця змішана NE– 

ситуація домінується обома чистими 
NE– ситуаціями, тому її можна рекоме-
ндувати у якості переговорної лише у 
зв'язку з її "справедливістю" (їй відпо-
відають однакові виграші гравців). Од-

нак у цій змішаній NE– ситуації кожен гравець отримує виграш 

ε
ε
+

+
2

1 , рівний гарантованому виграшу у змішаних стратегіях. Ра-

зом з тим стратегії *
iµ , що утворюють NE– ситуацію, не є обереж-

ними, а тому не гарантують гравцю цього виграшу. Дійсно, ціна гри 

у змішаних стратегіях дорівнює 
ε

ε
+

+
2

1  і єдина рівноважна ситуа-

ція є ( )*
2

0
1 ,µµ , де III δ

ε
εδ

ε
µ

+
+

+
=

22

20
1 . Більш того, 

=
+

+<
+

−=
ε

ε
ε

εδµ
2

1
2
1

),(
2

*
11 IIu  * * 0

1 1 2 1 1( , ) ( , )IIu uµ µ µ δ= , звідки ясно, що 

змішана NE– ситуація, яка отримана застосуванням стратегії  *
1µ  є 

більш ризикованою, ніж у випадку застосування обережної стратегії 
0
iµ . Єдиним аргументом на користь рівноваги у змішаних стратегіях 

є стабільність. Якщо гравці можуть таємно проводити лотереї, то 
необов'язкова домовленість про реалізацію цілком змішаної NE– си-
туації є стабільною. Отже, для кожного гравця дії інших цілком пе-
редбачувані. З цієї точки зору аргументація на користь обережних 
стратегій оманлива, оскільки застосування обережних стратегій 
приводить до послідовності найкращих відповідей, що робить ре-
зультат непередбачуваним. 
З одного боку, змішана NE– стратегія є розумною, якщо гравець 

вважає свого партнера таким само раціональним, як і він сам, хоча 
NE – ситуація є більш ризикованою, ніж у випаду застосування обе-
режної стратегії, якщо партнер може зіграти нерозумно (тут потріб-
но згадати слова Л.М. Толстого, який говорив, що 90% вчинків росі-
янина пояснюються елементарним глупством). З іншого боку, обе-
режна змішана стратегія вибирається із міркувань мінімуму ризику і, 

Таблиця 1.5. 
 2X

1X  
З Р 

З 1, 1 1+ε , 2 
Р 2, 1+ε  0, 0 
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отже, є максимально безпечною. Тим не менш, у раціонального гра-
вця виникає бажання одностороннього відхилення від ситуації, що 
складається з пари змішаних обережних стратегій, оскільки це збі-
льшує виграш. 
Повертаючись до гри "Перехрестя", побудуємо випадковий меха-

нізм, який не зводиться до незалежної рандомізації стратегій, тому 
дозволяє зробити рівноважну ситуацію Парето-оптимальною. 
Приклад 1.6 ("Перехрестя із світлофором"). Гравці встановлюють 

світлофор, який показує "зелене – червоне" й "червоне – зелене" з 
рівною ймовірністю. Домовленість полягає у тому, щоб на зелене 
світло проїжджати без зупинки, на червоне – зупинятись. Ця домов-
леність є стабільною, оскільки при кожній реалізації лотереї маємо 
рівновагу Неша. Математичне сподівання виграшу дорівнює 

223 ε+  для кожного гравця, чим забезпечується Парето – оптима-
льність й справедливість. 
Визначення 1.1. Для гри ( )NiuXG ii ∈= ;,  із скінченною множи-

ною стратегій спільною лотереєю назвемо ймовірносний розподіл 
( )( )

NXxxLL ∈=  на NX . Для всіх Ni ∈  і для всіх ii Xx ∈  позначимо 

через 
ixL  умовну ймовірність реалізації { }iNiN Xx \\ ∈ : 

( ) ( )
{ }

( ) ( )
{ }

( ) { }

\ \

\ \

\ \
\

\

\ \ \

1
, , , 0,

,

0, якщо , 0 для всіх .

N i N i

N i N ii

i N i i N i
y Xi N i

y Xx N i

i N i N i N i

L x x L x y
L x y

L x

L x y y X

∈
∈

 ⋅ ≠
= 


= ∈

∑
∑  

Скажемо, що L є рівновагою у спільних змішаних стратегіях у грі 
G, якщо виконані наступні нерівності: ∀ Ni ∈ , ∀ iii Xyx ∈, , 

 ( )
{ }

( ) ( )
{ }

( )iNx
Xx

iNiiiNx
Xx

iNii xLxyuxLxxu
i

iNiN

i

iNiN

\\\\

\\\\

,, ∑∑
∈∈

≥ . (1.2) 

Позначимо через CNE(G) множину всіх рівноваг у спільних змі-
шаних стратегіях у грі G. 
Кооперативний сценарій, що слугує обґрунтуванням даного ви-

значення, полягає у наступному. Гравці спільно будують випадко-
вий датчик, котрий може реалізувати вибір ситуацій NXx∈  з ймо-
вірністю L(x). Якщо реалізувалась ситуація x, то гравець i отримує 
інформацію лише про компоненту ix . Далі кожен гравець вибирає 
вільно й незалежно, а також таємно, свою справжню стратегію. Сиг-
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нал ix  сприймається гравцем i як необов'язкова пропозиція зіграти 

ix . Умови (1.2) означають, що виконання домовленості про вибір ix  
гравцем i забезпечуються автоматично при тій же обмеженій інфор-
мації, котра доступна кожному гравцю. Дійсно, нехай гравцю i за-
пропоновано використати стратегію ix . Він робить висновок із зага-

льного розподілу L, що з ймовірністю ( )iNx xL
i \  набір iNx \  буде виб-

рано. Отже, ( ) ( )
{ }

( )iNx
Xx

iNiixi xLxyuLyM
i

iNiN

i \\

\\

,, ∑
∈

=  є математичним 

сподіванням його виграшу при використанні стратегії ii Xy ∈ , якщо 
всі інші гравці згодні у виборі стратегій слідувати сигналу. Таким 
чином, умова (1.2) означає, що використання стратегії, що пропону-
ється датчиком, є оптимальною відповіддю гравця i при заданому 
рівні інформації у припущенні, що всі інші гравці підкоряються сиг-
налу. 
Нехай стратегія ix  така, що ( ) 0, \ =iNi xxL  для всіх { }iNiN Xx \\ ∈ , 

тобто ймовірність того, що стратегія ix  буде запропонована датчи-

ком, дорівнює нулю. Для такої стратегії ix  умова (1.2) виконується 
тривіально, отже, система (1.2) переписується у еквівалентному ви-
гляді: ∀ Ni ∈ , ∀ iii Xyx ∈, , 

 ( )
{ }

( ) ( )
{ }

( )iN
Xx

iNiiiN
Xx

iNii xLxyuxLxxu
iNiNiNiN

\\\\

\\\\

,, ∑∑
∈∈

≥ . (1.3) 

Звідси випливає, що лотерея L є рівновагою у спільних змішаних 
стратегіях тоді й лише тоді, коли ці стратегії задовольняють системі 
лінійних нерівностей (1.3). Ця система завжди має розв'язок, як по-
казує наступний результат. 

Лема 1.1. Множина CNE(G) рівноваг у спільних змішаних стра-
тегіях у грі G є непорожньою опуклою компактною підмножиною 

одиничного симплекса у NXE . Якщо ( ) Nii ∈= µµ  є ситуацією зміша-

ного розширення гри G , то лотерея L, що визначається по цій ситу-
ації, є рівновагою у спільних змішаних стратегіях у G тоді й лише 
тоді, коли µ  – ситуація рівноваги у G .  
Отже, NE – ситуація як у початковій грі, так і у її змішаному роз-

ширенні, ототожнюється з рівновагою L у спільних змішаних стра-
тегіях, де ймовірносний розподіл L є набором незалежних випадко-
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вих індивідуальних стратегій. 
Приклад  1.7 ("Музичні стільці"). 

Маємо двох гравців й три стільці (a,b,c). 
Стратегія гравця полягає у виборі стіль-
ця. Обидва гравці несуть втрати при ви-
борі одного й того ж стільця. Якщо ж їх 
вибори різні, то гравець, чий стілець 
безпосередньо слідує за стільцем супро-
тивника (вважаємо, що b безпосередньо 
слідує за a, c за a, a за c) виграє вдвічі 

більше. Отже, виникає біматрична гра (табл. 1.6). У ній ia  – вибір 
гравцем i стільця a. У початковій грі рівноваги Неша відсутні. Єди-
ною цілком змішаною рівновагою Неша є 

cba δδδµµ
3

1

3

1

3

1*
2

*
1 ++== . Ця ситуація рівноваги приносить кож-

ному гравцю виграш рівний 1 і є домінованою. Причина цього поля-

гає у тому, що у змішаній ситуації ( )*
2

*
1 ,µµ  “погані" для обох гравців 

діагональні ситуації реалізуються з ймовірністю 31 . Розглянемо 

наступну лотерею L на 21 XX × : 

( )






=

≠
=

.якщо,0

,якщо,61
,

21

21
21

xx

xx
xxL  

Ця лотерея є рівновагою у змішаних стратегіях у даній грі. Нехай, 
наприклад, ситуація ( )21,cb  реалізується (з ймовірністю 61 ). При 
даному роподілі ймовірностей L гравець 1 може вивести, що гравцю 
2 запропоновано використовувати одну із стратегій 2a  або 2c  з од-

наковою ймовірністю 21 , тобто використовувати змішану страте-

гію ca δδµ 2
1

2
1

2 += . 

Найкращою відповіддю на цю стратегію і є стратегія 1b , оскільки 

( ) ( ) ( ) 2
1,1,2

3, 212121 =>=>= µδµδµδ cab uuu . Аналогічно гравець 

2, якому поступає сигнал використати стратегію 2c , виводить, що 
гравцю 1 пропонується вибрати змішану стратегію 

ca δδµ 2
1

2
1

1 += . У цьому випадку стратегія 2c  і є найкращою від-

Таблиця 1.6. 

2X

1X  2a  2b  2c  

1a  0,0 1,2 2,1 

1b  2,1 0,0 1,2 

1c  1,2 2,1 0,0 
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повіддю гравця 2 (аналогічно вище приведеному). 
В силу симетричності гри отримуємо влас-

тивість стабільності лотереї L при будь-яких 
допустимих реалізаціях. Відмітимо, що лоте-
рея L приводить до оптимальних за Парето й 
справедливих виграшів ( )23,23 , що спонукає 
гравців вступати у кооперацію на основі вико-
ристання спільних змішаних стратегій. 

Розглянемо приклад  1.8 (табл. 1.7). Рівновагою Неша (також і 
рівновагою у домінуючих стратегіях) є ситуація ( )21,aa , у якій ко-

жен отримує виграш 1. Ситуація ( )21,aa  є Парето – оптимальною 

так само, як і ( )21,ba , і ( )21,ab . Але ж в останніх ситуаціях один з 
гравців отримує виграш у 10 разів більший! Якщо гра повторюється 
неодноразово, то у гравців може виникнути ідея використовувати 
ситуації ( )21,ba  та ( )1 2,b a  по черзі. Але не виключений випадок, ко-

ли одному з гравців буде вигідно порушити цю домовленість (на-
приклад, він захоче вийти з гри). Єдиним спо-
собом запобігти таким порушенням є застосу-
вання випадкового механізму – вибирати з 
ймовірністю 21  ситуації ( )21,ba , ( )1 2,b a , тоб-

то за лотереєю 













=

02
1

2
10

L . Зрозуміло, як 

реалізувати подібну "справедливу" (яка дає кожному з гравців сере-
дній виграш) лотерею у загальному випадку. Але подібна справед-
ливість відносна. Розглянемо приклад  1.9 (табл. 1.8). У ситуації 
( )21,ab  перший гравець отримує у 3 рази більший виграш, ніж у 

ситуації ( )21,ba , у той час, як  виграші другого гравця відрізняють-
ся у 2 рази. Тому перший гравець частіше хотів би отримувати пе-
ршу ситуацію, інший – другу. На практиці гравці можуть домови-
тись про "середню" частоту – у даному прикладі перший гравець 
хотів би використовувати ситуацію ( )21,ab  з частотою 43 , другий 

– 31 , тому "середня" частота використання стратегії ( )21, ab  дорі-

внює: 1273143 =+  ( ( )21 ,ba  – 125 ). Математичне сподівання 

Таблиця 1.7. 
    2X

1X  2a  2b  

1a  1,1 10,0 

1b  0,10 0,0 

 

Таблиця 1.8. 
    2X

1X  2a  2b  

1a  0,0 3,2 

1b  9,1 0,0 
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виграшів: 5.6
12
5

3
12
7

91 =⋅+⋅=M , 4.1
12
5

1
12
5

2
12
7

12 ≈=⋅+⋅=M . Від-

мітимо, що про рівновагу у спільних змішаних стратегіях тут не 
йдеться. 
В наступному прикладі перехід до змішаного розширення гри не 

дає нічого нового, крім єдиної рівноваги Неша (у чистих стратегіях). 
Але нижче буде приведено механізм кооперації, який є більш обо-
в'язковою формою стабільної домовленості, що базується на спіль-

них змішаних стратегіях і  дозволить по-
кращити за Парето NE– ситуацію. 
Приклад  1.10 ("Конкуренція зі спеціалі-

зацією"). Два дуополісти постачають на ри-
нок один товар, але різної якості – низької 
(Н), середньої (С) й високої (В) (виграші у 
табл. 1.9). Для гравців, що притримуються 
некооперативної поведінки, ця гра, розв'язна 

за домінуванням і ситуація (C,C) є єдиною рівновагою як самої гри, так 
і її змішаного розширення. 
Ця гра має також єдину рівновагу у спільних змішаних стратегі-

ях, яка реалізується на лотереї, що вибирає (C,C) з ймовірністю 1. 
Тим не менш, оптимальний за Парето виграш (2,2) може бути рівно-
важним у результаті наступної домовленості. 
Побудуємо лотерею з ймовірносним розподілом 

( ) ( )BHHBL ,, 2
1

2
1 δδ += . Кожен гравець незалежно й таємно вибирає 

й посилає нейтральному арбітру, що обирається обома гравцями, 
обов'язковий сигнал is , який приймає одне з чотирьох значень для 
кожного гравця: три чистих стратегії й сигнал А (згідно лотереї). 
Отримавши пару повідомлень ( )21,ss , арбітр випадково у відповід-

ності з лотереєю L визначає  ситуацію ( )21, xx . Фінальна ситуація 
гри визначається арбітром за наступним правилом: 
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( )
( )
( )












==

==

==

==

.2,1,,,якщ,,

,,,,якщо,,

,,,,якщо,,

,якщо,,

21

2121

2121

2121

iBCHsоss

AsBCHsxs

BCHsAssx

Assxx

i

 

Таблиця 1.9. 
    2X

1X  
H  C  B  

H  0,0 0,2 1,3 
C  2,0 1,1 2,0 
B  3,1 0,2 0,0 
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Тоді для∀ { }BCHyy ,,, 21 ∈ : 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),,
2

1
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2

1
,
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2

1
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,
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).,
2
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1
,

2

1
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2

1
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1
,
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yHuyBuyAu
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>+=
 

Отже, з ймовірністю 21  будуть реалізуватись ситуації (H,B) й 
(B,H) й математичне сподівання виграшу кожного гравця дорівнює 
2. Зауважимо, що на відміну від рівноваги у змішаних стратегіях ця 
рівновага не може бути відміненою після реалізації конкретної ситу-
ації. Це рішення повинно бути прийнятим раз й назавжди. 
Визначення 1.2. Для всіх Ni ∈  позначимо через iNL \  звуження 

розподілу L на { }iNX \ : ( ) ( )∑
∈

=
ii Xx

iNiiiNiN xxLxL \\\ ,  для ∀ iNx \ .  Лоте-

рея L називаєься слабкою рівновагою у спільних змішаних стратегі-
ях у грі G, якщо виконані нерівності: 

Ni ∈∀ , ii Xy ∈∀ , ( ) ( ) ( )
{ }

( )iNiN
Xx

iNii
Xx

i xLxyuxLxu
iNiNN

\\\

\\

,∑∑
∈∈

≥ . 

Позначимо множину слабких рівноваг через WCNE(G). 
Лема 1.2. Множина WCNE(G) є непорожньою опуклою компакт-

ною підмножиною одиничного симплекса у NXE , причому 
WCNE(G) ⊇ CNE(G). Якщо µ  – ситуація розширеної гри G , то від-
повідна лотерея L є слабкою рівновагою у спільних змішаних страте-
гіях у грі G тоді й лише тоді, коли µ  є рівновагою Неша у грі G . 
Доведення. За (1.2) лотерея L належить WCNE(G) тоді й лише то-

ді, коли   
( ) ( ) ( ) ( )xLxyuxLxu

NN Xx
iNii

Xx
i ∑∑

∈∈
≥ \, , ii Xy ∈∀ , Ni ∈∀ . (1.4) 

Лотерея L є рівновагою у спільних змішаних стратегіях тоді й лише 
тоді, коли вона задовольняє системі нерівностей для iii Xyx ∈∀ , 

Ni ∈∀ : 
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( )
{ }

( ) ( )
{ }

( )iNi
Xx

iNiiiNi
Xx

iNii xxLxyuxxLxxu
iNiNiNiN

\\\\ ,,,,
\\\\

∑∑
∈∈

≥ . (1.5) 

Взявши у нерівностях (1.5) суми по ii Xx ∈  при фіксованих i та 

iy , отримаємо (1.4). Отже, ( ) ( )GWCNEGCNE ⊆ . Інші твердження 

леми очевидні.♦ 
Отже, ( ) ( ) ( ) ( )GWCNEGCNEGNEGNE ⊆⊆⊆ . 
Проходячи по цьому ланцюжку зліва направо, ми повинні накла-

дати все більше інформаційних обмежень для того, щоб рівноважна 
ситуація стала стабільною домовленістю. Для NE – ситуації і зміша-
ної NE – ситуації вимагається лише дотримуватись секретності у 
виборі індивідуальних стратегій. Для CNE– ситуації у доповненні до 
цього потрібно вимагати, щоб окремі гравці могли спостерігати ли-
ше свої власні реалізації спільної лотереї. Для WCNE(G)– ситуації 
необхідно мати нейтрального арбітра, який реалізує випадкову ситу-
ацію лотереї, нічого не повідомляючи окремим гравцям. Далі цей 
арбітр опитує незалежно й таємно кожного гравця, чи згоден той 
"всліпу" використовувати ту стратегію, яка зреалізувалась при про-
веденні лотереї. Потім він повинен повідомити тим гравцям, які до-
бровільно погодились з проведенням лотереї, ситуацію, що випала, й 
примусити цих гравців дійсно використовувати ці стратегії. 
Загальною рисою цих сценаріїв є неможливість з досягненням 

домовленості про вибір деякої спільної стратегії вести прямий обмін 
інформації між гравцями. У випадку багаторазового проведення ло-
тереї кооперація стає неявною і важко розпізнати сам факт її існу-
вання. Така форма мовчазного зговору описана у літературі про по-
ведінку фірм в умовах олігополії під назвою "Зговір по електрично-
му обладнанню 1950-х років", у якому були замішані 29 компаній 
США. Уряд США організував аукціон, у якому кожна фірма пови-
нна була таємно й незалежно одна від одної назвати свою ціну на 
деякий вид електротехнічного обладнання. Однак фірми провели 
попередні таємні переговори, у яких була визначена частка кожної 
фірми. Потім продавці узгодили свою політику призначення цін на 
аукціоні так, щоб кожен з них виявився таким, що призначив най-
меншу ціну (і, отже, отримав би замовлення від уряду) достатню кі-
лькість разів для захоплення визначеної частки ринку. Це було дося-
гнуто за рахунок поділу ринку на чотири зони, причому до кожної 
зони були приписані різні продавці. Продавці, що були прикріплені 
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до однієї зони, чергували свої ставки. При визначенні привілеїв при-
значення найменшої ціни орієнтувались на "фази місяця". У резуль-
таті утворився начебто випадковий процес, що імітував незалежну 
поведінку учасників. 

Стабільність на основі погроз. Погроза (попередження) може 
слугувати сильним механізмом кооперації. Для досягнення стабіль-
ності домовленості гравці об'являють деяку схему реагування на 
можливі відхилення інших. Оскільки гравцю, що відхилиться, може 
стати погано, якщо об'явлена погроза здійсниться, то він остере-
жеться відхилятись, й необов'язкова домовленість виявиться стабі-
льною. Таким чином, попередження є "розумним використанням 
потенціальної сили". Успішною є та погроза, яка ніколи не реалізу-
ється (Шеллінг, 1970). 
Стабільні домовленості, що розглядались у попередньому розділі, 

вимагали повної секретності у прийнятті рішень. У протилежність 
цьому погроза є ефективною тільки тоді, коли відхилення неможливо 
приховати. Отже, для досягнення стабільності на основі застережень 
потрібно, щоб індивідуальні вибори стратегій відбувались відкрито. 
Приклад  1.11 ("Дилема в'язня" (табл. 1.5. у розд. 5)). Нешівською 

рівновагою у цьому прикладі визначається агресивною поведінкою 
кожного гравця. Для забезпечення доброзичливості (стабілізації си-
туації ( )MM , ) кожен гравець об'являє принцип своєї поведінки (що 
є погрозою по відношенню до партнера): 

♦ Якщо ти будеш поводитись мирно, то і я буду доброзичливим. 
♦ Якщо ти будеш агресивним, то і я буду поводитись агресивно. 
Узявши до уваги таку погрозу від опонента, кожен гравець зму-

шений бути миролюбним, щоб не втратити у виграші. 
Звернемо увагу на те, що тут не все так може бути просто – якщо 

різниця у виграшах при зміні стратегії достатньо велика ("життя – 
смерть"), то погроза може не зупинити суперника. У СРСР перед 
Великою Вітчизняною війною була така пісня "Нас не трогай, мы не 
тронем, а затронеш спуску не дадим, и в воде мы не утонем, и в огне 
мы не сгорим", що однак, не зупинило агресію.  
Для зняття цієї складності можна вважати, що гра повторюється і 

короткостроковий виграш від некооперативного відхилення пере-
кривається довгостроковими втратами. 
Визначення 1.3. Сценарієм попередження у грі ( )NiuXG ii ∈= ;,  
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називається набір ( )Nix iNi ∈;, \ξ , де відображення iNiiN XX \\ : →ξ - 
погроза гравцю i, де 

( ) { } ( )( ) ( )\ \ \, \ : , .N i i N i i i i i i N i i ix x y X x u y y u xξ ξ= ∀ ∈ ≤  (1.6) 

Проілюструємо сценарій попередження, розглядаючи гру на не-
скінченному інтервалі часу. У кожен конкретний момент часу кожен 
гравець вибирає деяку стратегію, причому він може поміняти свою 
стратегію у будь-який час. Гра відбувається у відкриту, тобто стра-
тегії усіх гравців усім відомі. Це є головним інформаційним припу-
щенням, котре робить неможливим таємне порушення договору. 
Гравець, який виконує домовленість, спочатку вибирає узгоджену з 
іншими стратегію ix  і потім спостерігає за стратегіями iNy \  інших 

гравців. Поки iNiN xy \\ = , гравець i зберігає стратегію ix . Як тільки 

якийсь гравець, скажімо j, переключається на стратегію jj xy ≠ , 

гравець i переключається раз і назавжди на i - ту компоненту 
( )jjN y\ξ . Умова стабільності (1.6) означає, що якщо гравці викону-

ють договір, що базується на сценарії попередження, то у жодного 
гравця не виникає приводу для одностороннього порушення домов-
леності. Справді, виграш на нескінченному інтервалі часу завжди 
перевищує виграш на будь-якому інтервалі скінченої довжини. 
Звичайно, інколи важко виконати вимогу вести відкриту гру. Так, 

зокрема, у сучасному світі раптовий напад стає все більш небезпечним 
(згадаймо події 11 вересня 2001 р. у США). Прикладом механізму об-
міну інформацією типу попереджувальних погроз є домовленості про 
взаємну інспекцію ядерної зброї або створення демілітаризованих зон. 

Лема 1.3. Нехай ( )Nix iNi ∈;, \ξ  – сценарій попередження. Тоді 

ситуація ( )i i Nx x ∈=  є індивідуально раціональною: 

( ) ( )xuyyu iiNii
yy iNi

≤\,infsup
\

,∀ Ni ∈ . 

Доведення. З (1.6) маємо ( ) ( )( ) ( )xuyyuyyu iiiNiiiNii
y iN

≤≤ \\ ,,inf
\

ξ  

для ∀ ii Xy ∈ , зокрема для iy , на якому досягається супремум. ♦ 

Лема 1.4. Нехай iX  – компакт, iu  – неперервна функція, Ni ∈ . 

Тоді у грі ( )NiuXG ii ∈= ;,  існує хоча б одна індивідуально-

раціональна ситуація. Для кожної такої ситуації ( )i i Nx x ∈=  для всіх 

Ni ∈  існує набір погроз iN \ξ  такий, що ( )Nix iNi ∈,, \ξ  є сценарієм 
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попередження. 
Доведення. З припущень леми очевидним образом випливає іс-

нування у кожного гравця хоча б однієї обережної стратегії ix  і те, 

що ( ) Niixx ∈=  є індивідуально-раціональною ситуацією. Для кожно-

го Ni ∈  і для ii Xy ∈∀ , ii xy ≠ , виберемо елемент 

( ) iNiiNiN Xyy \\\ ∈= ξ , що ( ) ( ) ≤= iNii
z

iNii zyuyyu
iN

\\ ,inf,
\

 

( ) ( )xuzzu iiNii
zz iNi

≤≤ \,infsup
\

 .♦  

Визначення 1.4. Поділом у грі ( )NiuXG ii ∈= ,,  називається оп-
тимальна за Парето індивідуально-раціональна ситуація. 
Позначимо через I(G) множину поділів у грі G. 
Лема 1.5. Нехай для ∀ Ni ∈  множина iX  компактна, функція iu  

неперервна. Тоді у грі G є хоча б один поділ. 
Доведення. Позначимо через IR(G) непоро-

жню компактну підмножину індивідуально-
раціональних ситуацій у грі G. Виберемо еле-
мент x із IR(G), який максимізує ∑

∈Ni
iu  на IR(G). 

Тоді x є оптимальною за Парето ситуацією. По-
кладемо від супротивного, що ситуація y домі-

нує за Парето ситуацію x. Тоді )(GIRy∈  й ( ) ( )yuxu
Ni

i
Ni

i ∑∑
∈∈

< . 

Отримане протиріччя доводить лему.♦ 
З леми 1.3 вливає, що поділ є необов'язковою домовленістю, ста-

більної відносно індивідуальних відхилень, а також відносно відхи-
лень повної коаліції N всіх гравців (оптимальність за Парето). З ін-
шого боку, індивідуальна раціональність і оптимальність за Парето 
як раз і є двома мінімальними вимогами для кооперативних домов-
леностей. Отже, множина I(G) є максимальною областю переговорів 
про кооперацію. Якщо множина I(G) одноелементна, то кооператив-
ний результат гри не викликає сумнівів. Але у більшості ігор мно-
жина I(G) містить більше одного елемента, тому вибір серед них є 
гострою конфліктною ситуацією. 
Приклад 1.12 ("Торг"). Гравець І продає неподільний товар гравцю 

ІІ. Гравець І повинен вирішити, яку призначити ціну: високу (ВЦ) чи 
низьку (НЦ). Гравець ІІ (покупець) може або придбати товар (ПТ) або 

Таблиця 1.10. 
II  

  I 
ПТ ВТ 

ВЦ 2,1 0,0 
НЦ 1,2 0,0 

 



 226 

відмовитись від нього (ВТ). Виграші приведені у таблиці 1.10. Ситуа-
ція (ВЦ, ПТ) є рівновагою у домінуючих стратегіях і оптимальною за 
Парето. Якщо гравці не обмінюються інформацією, то це беззапереч-
ний результат гри. Але звернемо увагу, що поділів у грі 2 – (ВЦ, ПТ), 
(НЦ, ПТ). Тому при можливості обміну інформацією, другий гравець 
може виграти, погрожуючи першому: "Я буду купувати лише за низь-
кою ціною та відмовлятись від товару при призначенні високої ціни". 
Аналогічно, перший гравець може об'явити, що буде продавати товар 
лише за високою ціною. Результатом здійснення погроз може стати 
домінована ситуація з виграшем (0,0), тобто програють обоє. 
Ще раз повторимо, що "успішною є та погроза, яка ніколи не реа-

лізується". З іншого боку, успішне застосування погроз у якості ме-
ханізму попередження вимагає, щоб погрожуючий гравець був зобо-
в'язаний приводити її у дію або принаймні щоб усі в це вірили (по-
гроза "Страшного суду"). Навіть найбільш переконливі та успішні 
погрози є ризикованими, якщо об'явлена реакція на відхилення не 
співпадає з найкращою відповіддю гравця, що погрожує. Тому доці-
льно розділити погрози на "агресивні" та "попереджувальні". 
Розглянемо гру двох осіб ( )2121 ,,, uuXX , де множини iX  компак-

тні, а функції iu  неперервні, i= 1,2. Найкращим поділом для гравця i 

є ситуація ix  така, що 

( )
( )

( ) ( ) ( )sup ( ) sup supinf , ,
jk

i
i i i k k k j

yx I G x y

u x u x u x u x u y y k j
∈

 = = ≥ ≠ 
 

. 

Лема 1.6. Нехай ix  – найкращий поділ гравця i, iξ  – погроза (аг-
ресивна) гравця i: 

  
( )

{ } ( )( ) ( )






=∈∀

=

;,inf,,\

,

ijj
y

jiij
i
jjj

i
i

i
ji

yyuyyuxXy

xx

i

ξ

ξ
 

jξ  – попередження гравця j: 

 
( )

{ } ( )( ) ( )








=∈∀

=

.,sup,,\

,

jjj
y

ijjj
i
iij

i
j

i
ij

yyuyyuxXy

xx

j

ξ

ξ
 

Тоді ( )ji
ix ξξ ,,  – сценарій попереджень. 

Доведення. Із визначення погрози маємо: 
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( )( ) ( )ijj
zz

jijj zzuyyu
ij

,infsup, ≤ξ  для ∀ { }i
jjj xXy \∈ . Оскільки поділ ix  є 

індивідуально раціональним, то маємо: ( )( ) ( )i
jjijj xuyyu ≤ξ,  для 

∀ { }i
jjj xXy \∈ . Із визначення попередження маємо: 

( )( ) ( )ijj
zz

iijj zzuyyu
ji

,supinf, ≥ξ ,∀ { }i
iii xXy \∈ . 

Зафіксуємо стратегію iy , i
ii xy ≠  , і покладемо ( )( ) ( )i

iiiji xuyyu >,ξ . 

Останні дві нерівності разом з умовою ( )GIRxi ∈  дозволяють ствер-

джувати, що ( )( ) ( )ijj
zz

iijj zzuyyu
ji

,supinf, ≥ξ . Із неперервності функ-

цій виграшу на компактних множинах стратегій випливає, що існує 
Парето-оптимальна ситуація z така, що ( ) ( )zuyu ii ≤ , ( ) ( )zuyu jj ≤ . 

Отже, для поділу z справедлива нерівність ( ) ( )zuxu i
i

i < . Маємо су-

перечність. Таким чином, ( )( ) ( )i
iiiji xuyyu ≤,ξ  для ∀ { }i

iii xXy \∈ .♦ 

Для даної гри двох осіб ( )2121 ,,, uuXX  із 
скінченою множиною стратегій позначимо 
через S(1,G) її розширення, у якому гравець 1 
діє у якості підлеглого (сприймає стратегії 
другого як екзогенно задані): 

( ) ( )2121
~,~,,;1 2 uuXXGS X= . Нехай гра G задаєть-

ся таблицею 1.11. Тоді гра S(1,G) задається 
таблицею 1.12. Розглянемо гру H=S(r,S(1,G)) ("метагру" Ховарда 

[2]), у якій гравець 2 є підлеглим. 
Лема 1.7. Пара ( )21,aa  є вектором 

виграшів для деякої NE – ситуації гри 
H тоді й лише тоді, коли виконуються 
наступні властивості: 
а) ( )21,aa  – допустимий вектор ви-

грашів у грі G, тобто для деякого 
*x має місце ( ) ( ) ( )( )*

2
*

121 ,, xuxuaa = ; 
б) виконуються умови: 

Таблиця 1.12. 

1
~
X  

2X  

2
1
XX  

1
2x  2

2x  

1
1

~x  ( )1
1

1
2, xx  1,4 4,1 

2
1

~x  ( )2
1

1
2, xx  2,3 3,2 

3
1

~x  ( )1
1

2
2 ,xx  4,1 1,4 

4
1

~x  ( )2
1

2
2 ,xx  3,2 2,3 

 

Таблиця 1.11. 

2X  

1X  
1
2x  2

2x  

1
1x  1,4 4,1 

2
1x  2,3 3,2 
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 ( ) ( )*
1211 ,supinf

12

xuxxu
xx

≤ , ( ) ( )*
2212 ,infsup

12

xuxxu
xx

≤ . 

Знайдемо найкращий поділ у грі G для 1-го гравця – це буде 

( )1
2

2
1 ,xx . Відмітимо, що виграш у ньому 1-го гравця співпадає з 1– ви-

грашем по Штакельбергу у грі S(1,G). Виявляється, що цей збіг не ви-
падковий. 

Лема 1.8. У грі S(i,G) i – виграш Штакельберга співпадає з вигра-
шем в найкращому поділі i - го гравця у грі G. 
Визначення 1.5. Для гри ( )NiuXG ii ∈= ;,  α  – ядром називається 

підмножина ( )GCα  таких ситуацій *x , що для будь-якої коаліції 
NT ⊆  знайдеться така погроза коаліції N\T проти потенційних від-

хилень коаліції T, що ( )NTx T ⊆;,* ξ  – коаліційний сценарій попере-
дження, тобто не знайдеться коаліції NT ⊆  й спільної стратегії 

TT Xx ∈ , для котрих було б виконано: ( )( ) ( )*
\, xuxxu iTTNTi ≥ξ  для 

∀ Ti ∈ , :Tj ∈∃ ( )( ) ( )*
\, xuxxu jTTNTj >ξ  . 

Згідно визначення, ситуація *x  належить α  – ядру, якщо будь-
якому відхиленню Tx  коаліції T може бути протиставлений хід TNx \  
доповнювальної коаліції N\T, який застерігає хоча б одного члена ко-
аліції T від прийняття стратегії Tx , оскільки у цьому випадку цей гра-

вець програє: ( ) ( )*
\, xuxxu iTNTi <  (або ж усі гравці коаліції отриму-

ють такий саме виграш, як раніше ( ) ( )*
\, xuxxu iTNTi = ,∀ Ti ∈ ). Засто-

совуючи цю властивість до коаліцій T=N й {}iT = , Ni ∈ , маємо, зок-
рема, що будь-яка ситуація у α  – ядрі є також поділом: 

( ) ( )GIGC ⊂α . Відмітимо також, що оптимальна за Парето NE – ситу-
ація також є поділом (разом з пасивною погрозою, що полягає у від-
сутності реакції, він утворює сценарій попередження). Сильна рівно-
вага також міститься у α  – ядрі: ( ) ( ) ( )GIGPOGNE ⊂I , 

( ) ( )GCGSE α⊂ . Можна довести, що поділ x з α  – ядра не обов'язково 

є сильною рівновагою. Тим не менш, з ( ) ∅=GSE  випливає 

( ) ∅=GCα  і навпаки. 
У грі з порожнім α  – ядром кооперативна стабільність не може 

бути досягнутою лише за рахунок попереджувальних погроз, оскі-
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льки можливе існування коаліції, для якої відхилення є вигідним, не 
дивлячись на відповідні дії інших гравців. У цьому випадку для за-
безпечення стабільності можна ввести сценарій поведінки, у якому 
деякі гравці з коаліції "відступників" підкуповуються таким чином, 
щоб інші члени коаліції “відступників" понесли суттєві втрати. 
Розглянемо гру "Вибір більшістю голосів" (див. Розділ 3), у якій 

впорядкування гравців утворюють цикл Кондорсе: 
( ) ( ) ( )cubuau 111 >> , ( ) ( ) ( )aucubu 222 >> , ( ) ( ) ( )buaucu 333 >> . 
Розглянемо ситуацію x = (b,b,c), у якій вибирається кандидат b. 

Стабільність ситуації x може бути порушеною коаліцією { }3,1 : гравці 
1 і 3, вибираючи кандидата a, покращують свій виграш. Тим не 
менш, гравець 2 може запропонувати гравцю 3 кращий варіант, під-
тримуючи кандидата c. При цьому гравець 1 отримає найменший 
виграш. Передбачаючи, що гравець 2 може підкупити гравця 3, гра-
вець 1 не буде входити у коаліцію { }3,1 , оскільки у результаті двох-
етапного порушення початкової домовленості (b,b,c), він може 
отримати найгірший результат. 
Приклад  1.13 ("Дилема в'язня з трьома гравцями"). У кожного з 

гравців є агресивна стратегія (А) й кооперативна стратегія (К). Гра 
симетрична. Нижче перераховані 4 варіанта виграшів гравців : 
( ) ( )2,2,2,, →KKK , ( ) ( )1,1,3,, →KKA , ( ) ( )0,2,2,, →KAA , 

( ) ( )1,1,1,, →AAA   (інші 4 – симетричні). 
Легко перевірити, що у цій грі рівновага у домінуючих стратегіях 

є домінованою за Парето і не існує сильної рівноваги, α  – ядро міс-
тить чотири елементи і співпадає з множиною поділів. 
Приклад  1.14 ("Голосування за одного з трьох кандидатів"). 

Кожен гравець пропонує одного з трьох кандидатів, зокрема, самого 

себе. Отже, { }3,2,1=iX . Сім з 27 можливих ( 33 ) векторів виграшів 
приводяться нижче (останні відновлюються з міркувань симетрії): 
( ) ( )0,0,03,2,1 → , ( ) ( )1,0,01,2,1 −→ , ( ) ( )0,0,01,3,1 → , ( ) ( )1,1,31,1,1 → , 

( ) ( )2,2,02,3,1 → , ( ) ( )2,2,21,3,2 → , ( ) ( )3,3,12,3,2 −→ . 
Легко перевірити, що у цій грі немає рівноваги Неша, існує 5 по-

ділів, α  – ядро складається з двох ситуацій (типу (2,3,1)). 
Визначення 1.6. β  – ядром гри ( )NiuXG ii ∈= ;,  називається 

множина ( )GCβ  ситуацій *x , що задовольняють наступній власти-
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вості. Для будь-якої коаліції NT ⊂ , існує спільна стратегія допов-
нювальної коаліції TNTN Xx \\ ∈  така, що для ∀ TT Xx ∈  не може бу-
ти виконаною наступна система нерівностей: 

( ) ( )
( ) ( )






∈>

∈∀≥

.деякогодля,

,для,

*
\

*
\

Tjxuxxu

Tixuxxu

jTNTj

iTNTi
 

Стабільність ситуацій з β  – ядра є більш сильною, ніж стабіль-
ність ситуацій з α  – ядра. Коаліція N\T може попередити відхилення 
коаліції T, навіть якщо члени коаліції T вибирають свою спільну 
стратегію таємно. Порівнюючи визначення 1.4 – 1.6, маємо 

( ) ( ) ( )GCGCGSE αβ ⊆⊆ . Для того, щоб дати інтерпретацію визна-

ченню 1.6, уявимо, що гра ( )∞G  повторюється у часі. У момент t, 

t=1,2,…, кожен гравець i, знаючи попередні ходи 11,..., −txx , вибирає 

стратегію t
ix . Виграш кожного гравця після зробленого ходу tx : 

 ( ) ( )∑
=∞→

=
t

s

s
i

t
i xu

t
tu

1

1
lim  ("середнє Чезаро"). (1.7) 

Можна показати, що всі ситуації із змішаного β  – ядра гри G 

можуть бути отриманими як сильні рівноваги у грі ( )∞G . Навпаки, 

виграші, що відповідають сильним рівновагам у грі ( )∞G , покрива-
ють опуклу оболонку виграшів, що відповідають змішаному β  – 
ядру гри G. Таким чином, з допомогою гри, що повторюється, фор-
малізується поняття кооперації із застосуванням погроз. Відхилення, 
тактично вигідні, стають невигідними стратегічно, якщо об'явлена 
погроза приводиться у виконання. Для цього необхідно, щоб довго-
тривалі виграші завжди перевищували короткострокові (середнє Че-
заро забезпечує виконання цієї умови). 
Розглянемо більш простий варіант гри, що повторюється, у якій 

загальний виграш є "дисконтованою" сумою поточних виграшів. 
Нехай у момент t = 1 розігрується гра G і реалізується ситуація 

1x . Деякий випадковий механізм диктує або закінчити гру з ймовір-
ністю ( )δ−1 , 10 << δ , або продовжити гру з ймовірністю δ  і тоді 
гра G наново розігрується у момент t = 2. Нехай гра G розігрується 
нескінченну кількість разів, тоді загальний виграш гравця Ni ∈  до-
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рівнює: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )......1 121 ++++−=∞ − t
i

t
iii xuxuxuu δδδ . (1.8) 

Відомо, що при 1→δ  сума ряда (1.8) прямує до середнього Че-
заро (1.7), якщо границя в (1.7) існує. Покладемо ( )xui

xx
i

iiN

supinf
\

=β  – 

максимальний виграш гравця i, який він може собі забезпечити при 
умові, що на момент вибору своєї стратегії він знає стратегії всіх 

інших гравців. Виберемо поділ *x  так, щоб виконувалась умова 

( )*xuii <β  для i N∀ ∈ . 

Знайдемо NE– ситуацію *σ  у грі ( )∞G , яка дає кожному гравцю 

виграш ( )*xui . Для цього для кожного Nj ∈  виберемо набір страте-

гій jNx \
~  доповню вальної коаліції гравців { }jN \  таку, що 

( ) jjNjj
x

xxu
j

β=\
~,sup . Тоді для кожного Ni ∈  стратегія *

iσ  гравця i у 

грі ( )∞G  визначається наступним чином: *1
ii xx = ; якщо 

*121 ... xxxx t ==== − , то *
i

t
i xx = ; якщо 1221 ... −− ≠=== tt xxxx , ви-

брати j, для якого *1
j

t
j xx ≠− , й далі вибирати ...~ 1 === +t

i
t
ii xxx  для 

всіх { }jNi \∈ . 

Нехай ( ) ( )*
\

*
\

* ,sup iNii
x

iNi xxuxu
i

= , тоді "короткостроковий" дохід 

гравця i у момент t за рахунок відхилення від стратегії *
ix  дорівнює 

( ) ( )**
\

* xuxu iiNii −=∆ . Порівнюючи його з "довгостроковими" втрата-

ми ( )( )ii
t

t
i xu βδε −=∑

∞

=

*

1

, отримуємо "умову стабільності": ii ε≤∆ , 

яка еквівалентна умові: ( )( ) ( )( )* * *
\1 i i i N i iu x u xδ β β− ≤ − − . (1.9) 

Таким чином, якщо δ  є досить близьким до 1, умови (1.9) вико-

нуються для i N∀ ∈ , і, отже, *σ  є NE – ситуацією гри ( )∞G . 

Лема 1.9. При виконанні умов (1.9) для i N∀ ∈  гра ( )∞G  з ви-
грашем (1.8) має рівновагу, якій відповідає послідовність 

......21* ===== txxxx  
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Таким чином, NE – виграш гравця i дорівнює ( )*xui . Розглянемо ви-
падок, у якому кожен гравець враховує тільки останній хід партнерів. 
Приклад  1.15 (Нескінченна гра "Дилема в'язня"). Стратегією 1-го 

гравця буде трійка (В; C, D), де В – стратегія, яку він вибирає на кроці 
1t − ; C – стратегія, яку він вибирає у відповідь на мирну стратегію 2-го 

гравця на кроці 1t − ; D – у відповідь на агресивну на кроці 1t − . Тоді у 
будь-який момент 2≥t  маємо біматричну гру 88×  з множиною стратегій 
1-го гравця: 

( )1 1 1 1; ,a M M M= , ( )2 1 1 1; ,a A A A= , 

( )3 1 1 1; ,a M M A= , ( )4 1 1 1; ,a A M A= , ( )5 1 1 1; ,a M A M= , ( )6 1 1 1; ,a A A M= , 

( )7 1 1 1; ,a M A A= , ( )8 1 1 1; ,a A M M= . 

Аналогічно описуються стратегії ib , 8,1=i , 2-го гравця. Дві стратегії 
кожного гравця у цій грі можна відкинути (оскільки стратегія 
( )1 1 1; ,M A A  еквівалентна стратегії ( )1 1 1; ,A A A , 

( )1 1 1; ,A M M ∼ ( )1 1 1; ,M M M ). Залишається гра 66×  (див. Табл. 1.13). 

"Північно-західна" матриця 2х2 є власне матрицею початкової гри 
(для зручності значення виграшів змінені). В нескінченній грі гравці 
"блукають" клітинами цієї матриці. При "зацикленні" виграші ви-
значаються середнім арифметичним відповідних елементів початко-
вої матриці, інакше виграш є "чистим". В цій грі мається дві NE– си-
туації – ( )2 2,a b  (некооперативна рівновага) й нова NE – рівновага 

( )33,ba , у якій обидва гравці застосовують стратегію "як ти, так і я". Від-
мітимо, що у цій грі "мирні" стра-
тегії 1a , 1b  не домінуються "агре-

сивними" стратегіями 2a , 2b . Од-

нак після послідовного відкидання 
домінованих стратегій мирні стра-
тегії будуть відкинуті і складною 
рівновагою виявиться ситуація 
( )33,ba  (яка до того ж буде і Па-
рето- оптимальною). 
Коротко розглянемо результа-

ти для ігор двох осіб із скінченни-

Таблиця 1.13. 
В 

А 1b  2b  3b  4b  5b  6b  

1a  3,3 0,4 3,3 3,3 0,4 0,4 

2a  4,0 1,1 1,1 1,1 4,0 4,0 

3a  3,3 1,1 3,3 2,2 2,2 2,2 

4a  3,3 1,1 2,2 1,1 2,2 2,2 

5a  4,0 0,4 2,2 2,2 2,2 0,4 

6a  4,0 0,4 2,2 2,2 4,0 2,2 
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ми множинами стратегій (хоча більшість результатів залишаються спра-
ведливими і для компактних множин стратегій та неперервних функцій 
виграшів). 

Лема 1.10. α  – ядро гри двох осіб співпадає з множиною всіх 
поділів ( ( ) ( )GIGC =α ), β  – ядро задається умовами: 

( ) ( ) ( )












=≤∈⇔∈ 2,1,,supinf *** jxuyyuPOxGCx jjij
yy

ji
β . 

Доведення випливає з визначень α , β  – ядер для 2=N . 

Відмітимо, що β  – ядро, зокрема, може бути порожнім. 

Приклад  1.16. Гравці вибирають число з множини { }10,...,2,1=A . 

Нехай вибрано 1x , 2x  й 1021 =+ xx , тоді ( ) iii xxu = . В інших випад-

ках вектор виграшів дорівнює (4,0), якщо ( 21 xx + ) парне, й (0,4) ін-
акше. 
Гарантований виграш i - го гравця supinf ( , ) 0

ji

i i i jxx
u x xα = = , тому поді-

лами є всі Парето-оптимальні ситуації у грі. Очевидно, що такими будуть 
такі, для яких 1021 =+xx . Оскільки inf sup ( , ) 4

j i

i i j
x x

u x x = , 2,1=i , то з леми 1.9 

випливає, що β  – ядро складається з трьох ситуацій (4,6), (5,5), (6,4). 
Для того щоб стабілізувати з допомогою попереджувальних по-

гроз, наприклад, поділ (3,7), необхідно, щоб обидва гравці погодились 
на вибір стратегій у відкриту. У протилежність до цього, реалізація 
поділу з β  – ядра потребує більш слабкого інформаційного обме-
ження: потрібен лише сигнал, що інформує гравця про відхилення 
його партнера. З іншого боку, у багатьох іграх двох осіб α  і β  ядра 
співпадають. Зокрема, це справедливо для змішаного розширення, 
оскільки обидві гри з нульовою сумою ( )121 ,, uMM  й ( )221 ,, uMM −  
мають ціну. 
Розглянемо підмножину таких поділів, котрі можуть бути стабілі-

зованими парою погроз (попереджень), що співпадають з найкра-
щими відповідями гравців. 
Визначення 1.7. γ  – ядро гри двох осіб ( )GCγ  складається з таких 

поділів *x , для котрих існує сценарій ( )21
* ,, ξξx , у якому погрози iξ , 

i= 1,2, є попередженнями. Тобто *
j jx x∀ ≠  має місце 
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Лема 1.11. Нехай функції iu , i= 1,2, взаємно однозначні, 

( ) ( ){ }jjijiii OxxxxuS ∈= ,,sup  – i– виграш Штакельберга, де jO  – 

множина найкращих відповідей гравця ij ≠ . Тоді γ  – ядро склада-
ється з Паретівських ситуацій, для яких  
 ( ) 2,1; =≤ ixuS ii . (1.10) 

Доведення. Нехай *x  – оптимум Парето, що задовольняє (1.10). 

Для будь-якого *
ii xx ≠  позначимо через ( )ijj xx ξ=  найкращу відпо-

відь гравця j. За визначенням : ( )( ) ( )*, xuSxxu iiijii ≤≤ξ , i= 1,2, 
*
ii xx ≠ . Отже, ( )21

* ,, ξξx  є сценарієм попередження, а тому ситуація 
*x  індивідуально раціональна. Таким чином, *x  є поділом. Навпаки, 

нехай ( )GCx γ∈* . Тоді існує сценарій попередження ( )21
* ,, ξξx , де 

( )ji xξ  – єдина (за припущенням) стратегія найкращої відповіді грав-

ця i на jx . Покажемо, що *x  задовольняє (1.10). Виберемо *
ii xx ≠ . 

За властивістю jξ  маємо: ( )( ) ( )*, xuxxu iijii ≤ξ . 

Від супротивного доведемо, що ( ) ( ) ( )*** , xuxxuxx ijiiijj ≤⇒= ξ . 

Нехай ( ) ( )jiii xxuxu ,** < . З оптимальності за Парето *x  отримуємо: 

( ) ( ) ( )* * *sup , ,
j

j i j j i j j
y

u x y u x x u x= < , що суперечить припущенню.♦ 

Відмітимо, що припущення про взаємну однозначність у лемі може 

бути опущеним, якщо iS  замінити на величину 
( )

( )sup inf ,
j j ii

i i i j
x O xx

u x xγ
∈

= , 

що характеризує максимальний гарантований виграш лідера (гравця i) 
без припущення про доброзичливість підлеглого. 
Лема встановлює зв'язок між здійсненням стабільності з допомогою 

попереджень й боротьбою за лідерство. Вона стверджує, що у грі G 
виникає боротьба за лідерство тоді й лише тоді, коли її γ  – ядро поро-
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жнє. Таким чином, у грі з порожнім γ  – ядром стабільності будь-якого 
поділу загрожує можливість захоплення лідерства одним з гравців. Ра-
зом з тим, другий гравець у цьому випадку може використовувати по-
грозу типу "Машина страшного суду". Правдоподібність успіху цих 
тактик з точки зору стороннього спостерігача конфлікту однакова. 
Приклад  1.17. Дві фірми поставляють на ринок товар в об'ємах 

ix , i= 1,2. Ціна на товар визначається формулою ( )210 xxpp +−=  

(для ( ) 021 pxx ≤+ ). Витрати на випуск одиниці продукції при збіль-
шенні масштабів виробництва однакові у обох фірм і є постійними. 

Розглядається наступна гра з парамерами 0p , c , 002

1
0 pcp <<< : 

( ) ( )1 2 0 1 2 0 1 2

1
0, , , ;  1 2

2 i i iX X p u x x p x x x cx i ,
  = = =  − +  ⋅ − =     

. 

Оскільки ( ) xcpxuuu ⋅−+−=+= 0
2

21 , де 21 xxx += , то максима-

льний загальний дохід ( )2
0

0

4

1
cpu −=  при ( )cpx −= 0

0

2

1
 є Парето-

оптимальним. Гарантований виграш 

0
2

1
,supinfsup 0 =







== pxuu ii
x

i
xx

i
iji

α . Таким чином, поділи утворюють 

довільний розподіл максимального сумарного доходу. Найкраща 

відповідь першого гравця: ( ) ( ) 2021 2

1

2

1
xcpxO −−= , тоді 

( )( ) ( )[ ] ( )20
2
220

2

1
0

2222

2

1
0

22 8

1

2

1
sup,sup

0202

cpxxcpxxOuS
pxpx

−=−−===
≤≤≤≤

γ . 

Оскільки гра є симетричною, то 21 SS = . Отже виграш ( )21,SS  від-
повідає деякому поділу й за лемою 1.10, γ  – ядро складається з єди-

ного поділу ( ) ( ) ( )






 −−= cpcpxx 00
*
2

*
1 4

1
,

4

1
, , що порівну розподіляє 

максимальний сумарний доход. У цій грі γ  – ядро є справедливою 
кооперативною ситуацією, що реалізується за допомогою природних 
погроз 1O , 2O . Реалізація будь-якого несправедливого (нерівного) 
розподілу максимального доходу вимагає тактики залякування. 
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Можливо проаналізувати гру і у випадку непостійних (зростаю-
чих або спадаючих) витрат на одиницю продукції при збільшенні 
масштабів виробництва. 
Цікаву класифікацію ігор двох осіб дає наступна теорема. 
Теорема 1.1. γ  й β  ядра не можуть бути порожніми одночасно. 

Якщо γ  й β  ядра непорожні, то вони перетинаються. 
Наслідок. Ігри двох осіб розпадаються на три класи: 

1. ∅=γC , ∅≠βC  (боротьба за право першого ходу (за лідерство)); 

2. ∅=βC , ∅≠γC  (боротьба за право другого ходу (за підлеглість)); 

3. ∅≠γβ CC I  (у цьому випадку множина γβ CC I  є областю для 

кооперації з використанням погроз). 
У свою чергу клас 3 розпадається на 4 підкласи: 

3.1. γγβ CCC =I  (лідером бути краще, оскільки βγ ≥ , але можливий 

компроміс, що усуває небезпеку захоплення лідерства підлеглим); 
3.2. βγβ CCC =I  (підлеглим бути краще ( γβ ≥ ), але можливий 

компроміс, коли у лідера не має підстав відмовитись від лідерства); 

3.3. ( ) ( ){ }2211 , βγγβ ≥≥= xuxuxCC I (лідером є гравець 1); 

3.4. ( ) ( ){ }1122 , βγγβ ≥≥= xuxuxCC I ( лідером є гравець2). 

На закінчення приведемо ще одне визначення "ядра" (читачу 
пропонуємо спробувати самому запропонувати концепцію ядра, ба-
жано конструктивну й розумну). 

Визначення 1.8. Нехай ( )21
* ,, ξξx  – сценарій попередження гри G. 

Погроза називається гарантованою, якщо не принесе втрат гравцю, 
що погрожує:  

( )( ) ( ) ( )( )2211
*

11211 ,, xxuxuxxu ξξ ≤≤ , 

( )( ) ( )( )121222212 ,*)(, xxuxuxxu ξξ ≤≤ , 21,xx∀ . 

Тоді g – ядром гри G називається множина ( )GCg  ситуацій *x , для 

яких існує хоча б один гарантований сценарій попередження ( )21
* ,, ξξx . 

Лема 1.12. ( ) POxGCx g ∈⇔∈  і ( ) ii xu β≤  для i N∀ ∈ . 

Доведення випливає з двох попередніх лем, звідки 
( ) ( )GCGCg γ⊆ , зокрема, ( )GCg  може бути порожнім.♦ 
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Контрольні завдання до  §1 
 
 

2. Знайти сильні рівноваги Неша 
2.1.  

X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 1,2 1,2 2,1 
b1 1,2 1,3 2,1 
c1 0,0 0,1 2,1 

2.2.  
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 3,1 2,2 1,1 
b1 2,1 3,1 2,1 
c1 2,3 3,2 2,1 

2.3.  
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 2,4 1,3 3,4 
b1 2,5 3,3 4,3 
c1 1,1 4,2 4,2 

2.4.  
X2 

X1 
a2 b2 c2 

a1 1,1 1,3 3,2 
b1 1,3 2,2 3,1 
c1 3,2 2,3 3,3 

 
3. Знайти рівноваги Неша у спільних змішаних стратегіях: 

3.1.                         2.2 
X2 

X1 
a2 b2 

a1 2,2 5,1 
b1 1,5 1,1 

 
 

X2 

X1 
a2 b2 

a1 2,2 5,1 
b1 1,4 1,1 
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§2. Ігри у характеристичній формі 
 

В кооперативних іграх доцільно розглядати виграші не лише для 
окремих гравців (індивідуальні корисності), і не лише для всієї спільно-
ти N  (колективна функція корисності, наприклад, утилітарна чи егалі-
тарна), але й для кожної коаліції  (підмножини гравців з N ). 

Нехай },...,1{ nN =  – множина потенційно можливих споживачів 
об'єкта колективного користування. Кожен споживач може або об-
слуговуватись або ні, наприклад, він або отримує телефон, або ні, 
підключається до центрального водопостачання або ні і т.д. Витрати 
на обслуговування коаліції гравців S, NS ⊆ , підсумовуються у за-
гальну функцію витрат 0)( ≥Sc , де )(Sc  – мінімальні витрати на 
обслуговування коаліції гравців S найбільш ефективним способом. 
Необхідно обслужити всіх гравців й поділити відповідні витрати, 
тобто визначити вектор Niixx ∈= )(  такий, що )(Ncx

Ni
i =∑

∈
. Зокрема, 

для деякого j  може бути, що 0=jx  ( j - й гравець не несе жодних 

витрат), для деякого k  0<kx  (k -му гравцю "доплачують"). 
Розглянемо типовий приклад такої проблеми з області плануван-

ня капіталовкладень – побудова сусідніми трьома містечками спіль-
ної системи водопостачання. Опишемо витрати на будівництво. Мі-
сто A  окремо – 120 одиниць витрат ( 120)( =Ac ), 140)( =Bc , 

120)( =Cc . Якщо міста A  й B  об'єднають свої зусилля, то 
170),( =BAc ; 190),( =CBc ; 160),( =CAc . Якщо проект буде реалі-

зуватись спільно всіма, то 255),,( =CBAc . Відмітимо, що для зруч-
ності позначення ),,( CBAc  і т.п. означає }),,({ CBAc . 

Нехай про співпрацю домовились A  і B , тоді економія витрат 
),( BAc∆  для них дорівнює 90),()()( =−+ BAcBcAc . Якщо A  й B  

домовились поділити 90),( =∆ BAc  порівну (егалітарне рішення), то 

остаточні витрати будуть 7545120 =−=Ac , 140 45 95Bc = − = . 
Оскільки загальні витрати будуть рівними 120170290 +=  (C  

будує самостійно), то при раціональній поведінці всіх гравців їм по-
трібно кооперуватись (щоб мати витрати 255 одиниць). 

Нехай усі три гравці співпрацюють, економія 
125),,()()()(),,( =−++=∆ CBAcCcBcAcCBAc  ділиться порівну. Тоді  
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3

1
78)125(

3

1
120 =−=Ac , 

3

1
98)125(

3

1
140 =−=Bc , 

3

1
78)125(

3

1
120 =−=Cc . 

Хоча загальні витрати у даному випадку менші за попередній ва-
ріант, але "раціонально мислячі" A  й B  на нього не погодяться! 

Адже вони несуть витрати більші ( 3
1176=+ BA cc ), ніж у попере-

дньому випадку, коли "відділяться" ( 170),( =BAc ). Отже, егалітар-
ний поділ спільної економії у даному випадку нелогічний. 

"Принцип відокремлення" говорить, що будь-яка коаліція не за-
платить ціну, що є більшою за витрати, які вона понесе, якщо захоче 
обслуговуватись самостійно: 

 NS ⊆∀ : )(Scx
Si

i ≤∑
∈

.  (2.1) 

Визначення 2.1. Будемо говорити, що задана кооперативна гра у 
характеристичній формі ),( cN , якщо задано },...,1{ nN =  – множи-
ну гравців й функцію витрат c , котра зв'язує з кожною коаліцією 

NS ⊆  її витрати 0)( ≥Sc . 
Визначення 2.2. Ядром гри ),( cN  називається розподіл витрат 

Niixx ∈= )( , )(Ncx
Ni

i =∑
∈

, що задовольняє умові (2.1). 

Принцип відокремлення можна переписати у еквівалентній формі 
у вигляді "принципу відсутності субсидій": ніяка коаліція не пови-
нна платити менше, ніж додаткові витрати на її обслуговування (різ-
ниця у витратах у коаліції й без неї):  

  )\()( SNcNcx
Si

i −≥∑
∈

, NS ⊆∀ .  (2.2) 

Дійсно, оскільки )(Ncx
Ni

i =∑
∈

, то з (2.1) безпосередньо випливає 

∑∑∑
∈∈∈

≥⇔−≥
SNi

i
Ni

i
Si

i xSNcSNcxx
\

)\()\( . 

Якщо розглядається кооперативна гра ),( vN  по розподілу прибу-
тку, то у формулах (2.1), (2.2) необхідно відповідно поміняти знаки. 

Повернемось до нашого прикладу. Знайдемо розподіл витрат з 
ядра гри (при такому розподілі, якщо він існує, будь-якій коаліції 
гравців не вигідно відділятись). Ядро визначається наступними спів-
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відношеннями: 





≤+≤+≤+
≤≤≤=++
.160 ,190 ,170

,120 ,140 ,120 ,255

313221

321321

xxxxxx

xxxxxx
 (2.3) 

Для того, щоб представити розв'язок системи (2.3) більш нагляд-
но, зробимо заміну змінних ii xicy −= )(  ( iy  – "економія" витрат 
гравця i ). Отримаємо систему: 

               






≥+≥+≥+

=≥=++

.80,70,90

,3,2,1,0,255

313221

321

yyyyyy

iyyyy i                      (2.4)    

Використаємо барицентричні координати – виділимо на площині 
три точки, яким відповідають розв'язки системи (2.4), одержимо 

)0,0,125(),,( 321 =yyy , )0,125,0( , )125,0,0(  (вершини 

 
трикутника ABC(Рис. 2.1). Тоді рівнянню 8021 =+ yy  буде відпові-

дати пряма, паралельна стороні AC , 9031 =+ yy  -паралельна AB, 

7032 =+ yy  – паралельна BC . Ядром гри будуть точки заштрихо-
ваного трикутника. Логічно вибрати за розв'язок центр цього трику-
тника (центр описаного кола) - егалітарний розв'язок 

)3
231,3

241,3
251(* =y . Повертаючись до змінних ix , матимемо 

)3
188,3

198,3
168(* =x . Відмітимо, що ядро кооперативної гри 

може бути порожнім, тобто "повна кооперація" неможлива – існує 
хоча б одна коаліція, якій вигідно відділитись. Так, нехай витрати 
всіх власних коаліцій у нашому прикладі залишають без змін, витра-
ти максимальної коаліції 260),,( >CBAc . Тоді з  

,190,170{ 3221 ≤+≤+ xxxx }16031 ≤+ xx  випливає нерівність 

)125( 1 =yA  

)125( 3 =yC  )125( 2 =yB  

8031 =+ yy  

7032 =+ yy  

9021 =+ yy  
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520)(2 321 ≤++ xxx , що суперечить 260321 >++ xxx .  
Виникає питання: при яких умовах ядро кооперативної гри не по-

рожнє? Необхідною умовою непорожності ядра є субадитивність: 
якщо коаліції kSS ,...,1  утворюють розбиття максимальної коаліції 

( ∅=ji SS I , ji ≠ , NS
k

i
i =

=
U

1

), то  

 )()(
1

NcSc
k

i
i ≥∑

=
. (2.5) 

Дійсно, нехай (2.5) не виконується, тобто )()(
1

NcSc
k

i
i <∑

=
. З 

принципу відокремлення )( j
Si

i Scx
j

≤∑
∈

 для kj ,1=∀ . Беручи суму по 

kj ,1= , маємо суперечність : )()()(
11

NcScNcxx
k

j
j

Ni
i

k

j Si
i

j

<≤== ∑∑∑∑
=∈= ∈

. 

Але субадитивність є лише необхідною умовою непорожності 
ядра. У розглянутому вище прикладі, наприклад, якщо 

261),,( =CBAc , то ядро буде порожнім, хоча властивість субадити-
вності виконується: 

)()()(),,( CcBcAcCBAc ++≤ , ),()(),,( CBcAcCBAc +≤ , 
),()(),,( CAcBcCBAc +≤ , ),()(),,( BAcCcCBAc +≤ . 

Необхідною й достатньою умовою непорожності ядра гри ),( cN  
є суттєве підсилення властивості (2.5). 
Визначення 2.3. Збалансованим покриттям множини гравців N  є 

таке відображення δ  з }{\2 NN  (множина власних коаліцій) у ]1,0[ , 

що 1
:

=∑
∈SiS

Sδ , Ni ∈∀ (сума береться по всіх власних коаліціях, яким 

належить гравець i ). 
Теорема 2.1 (Бондарева,1961). Ядро гри не порожнє тоді й лише 

тоді, коли для будь-якого збалансованого покриття δ  
  )()( NcSc

NS
S ≥⋅∑

⊂
δ . (2.6) 

Доведення. Нехай x  належить ядру гри ),( cN  і δ  – збалансова-
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не покриття. Тоді для NS ⊂∀ : )()( ScxScx S
Si

iS
Si

i ⋅≤







⇒≤ ∑∑

∈∈
δδ . 

Беручи суму у останній нерівності і враховуючи (2.6): 
)()()()(

:

NcxxSxSSc
Ni

i
Ni SiS

iS
NSNS

S ∑∑ ∑∑∑
∈∈ ∈⊂⊂

===≥ δδδ . 

Нехай тепер ядро гри ),( cN  порожнє. Це означає, що гіперпло-

щина )(Ncx
Ni

i∑
∈

=  не перетинається з непорожньою опуклою під-

множиною з NE , що визначається нерівностями: )(Scx
Ni

i∑
∈

≤  для 

NS ⊂∀ . За теоремою опуклого аналізу про відділяючу гіперпло-
щину, маємо для кожної коаліції S існування такого невід'ємного 

числа Sδ , що для NEx∈∀ , 







= ∑∑∑

∈⊂∈ Si
i

NS
S

Ni
i xx δ  та )()( NcSc

NS
S <∑

⊂
δ , що 

суперечить (2.6).♦ 
Для гри з розподілом прибутків (2.6) заміняється умовою: 

 )()( NvSv
NS

S ≤∑
⊂

δ . (2.7) 

Умови (2.6), (2.7) називаються збалансованістю гри ),( cN  та змі-
стовно вони означають, що кооперативні витрати )(Sc  власних коа-
ліцій не повинні бути занадто малими у порівнянні з витратами 

)(Nc  максимальної коаліції (відповідно прибутки )(Sv  власних ко-
аліцій – занадто великими у порівнянні з )(Nv ). 

Відмітимо, що субадитивність є частинним випадком умови (2.6) 

( 1=
iSδ  для ki ,1= , 0=Sδ  для всіх інших коаліцій). 

Відмітимо також, що збалансовані покриття утворюють опуклий 

компактний многогранник у }{\2 NN

E . Отже, властивість (2.6) досить 
перевірити для крайніх точок цього многогранника, що приводить 
до скінченної кількості лінійних нерівностей виду (2.6). 

Розглянемо гру з трьома гравцями. Збалансовані покриття утворю-

ють многогранник у 6E  розмірності 3  з п'ятьма крайніми точками. Чо-
тири з них відповідають розбиттям: })3{},2{},1({ , })3,2{},1({ , })3,1{},2({ , 

})2,1{},3({ . Для п'ятого покриття 21=Sδ  для 2=S  й 0=Sδ  для 1=S . 

Отже, гра ),( cN  з трьома гравцями має непорожнє ядро тоді й 
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лише тоді, коли  
 )()3()2()1( Ncccc ≥++ , )()3,2()1( Nccc ≥+ , (2.8) 

)())3,2()3,1()2,1((5.0),(

)1,2()3(),()3,1()2(

NccccNc

ccNccc

≥++
≥+≥+

. 

В кооперативній грі з чотирма гравцями збалансовані покриття 
утворюють многогранник у 14E  з 23 крайніми точками! Кількість 
нерівностей виду (2.6) можна суттєво скоротити, якщо гра "супера-
дитивна": для TS,∀ , ∅=TSI  ⇒  )()()( TScTcSc U≥+  (відміти-
мо, що більшість "економічних" ігор є суперадитивними). 

Для такої гри умови непорожності ядра зводяться до перевірки 
нерівностей: 

 )())4,2,1()4,3,1()4,3,2()3,2,1((3
1 Nccccc ≥+++ , (2.9) 

)())4,1()4,3,2()3,2,1((2
1 Ncccc ≥++  та 5 аналогічних (2.9) нерівнос-

тей з врахуванням перестановки гравців. 
Вище ми розглянули наступну концепцію визначення розподілу 

кооперативних ігор – розподіл "розумно" вибирати з ядра гри (якщо 
воно непорожнє), тобто фактично застосували принцип егалітаризму. 
Як ми бачили вище, принцип егалітаризму не є єдиною концепцією 
вибору й до того ж він не позбавлений негативних властивостей ("рі-
вність у бідності"). Тому виникає закономірне питання – як можна 
застосувати принцип утилітаризму до знаходження розподілу гри і які 
основні властивості "егалітарних" й "утилітарних" розподілів? 

Нехай коаліційні можливості суспільства збільшуються ( )(Nv  
зростає або відповідно )(Nc  зменшується), а можливості всіх інших 
коаліцій не змінюються. Чи будуть при цьому збільшуватись прибу-
тки всіх членів суспільства (відповідно зменшуватись витрати)? Як-
що так, то розподіл задовольняє властивості "коаліційної монотон-
ності". Виявляється, що: або "принцип відокремлення" (вибір з яд-
ра), або "коаліційна монотонність"! 

Розглянемо вибір розподілу, що відповідає принципу утилітариз-
му. У ньому доля прибутку кожного гравця у розподілі 

)(
1

Nvx
n

i
i =∑

=
залежить від його "внеску" у прибуток кожної коаліції, 

тобто від величини ( )()( SviSv −U ), Si ∉  (різницю у прибутках коа-
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ліції S з гравцем i  та без нього, так званий "маргінальний прибу-
ток". 
Визначення 2.4. Для гри ),( vN  вектором Шеплі σ  називається 

наступний розподіл прибутку максимальної коаліції )(Nv : 

 ∑∑
=⊆−≤≤

−−−=
sSiNSns

i SviSv
n

sns

 ,\10

))()((
!

)!1(!
Uσ , ni ,1= . (2.10) 

Змістовно формула (2.10) пояснюється таким чином. Нехай грав-
ці з N  упорядковані ( )niii ,...,, 21  випадково з рівною ймовірністю 
для кожного упорядкування. Вага внеску i -го гравця у коаліцію S 
відповідає ймовірності того, що у черзі ( )niii ,...,, 21  перед гравцем i  
стоять в точності елементи з множини S. Ця ймовірність, очевидно, 
дорівнює !/)!1(! nsns −− , де Ss = . Перевіримо рівність 

)(
1

Nv
n

i
i =∑

=
σ  безпосередньо з формули (2.10). Зафіксуємо довільну 

власну коаліцію S тоді її коефіцієнт: 

0
!

)!1(!
)(

!

)!1)1(()!1( =






 −−−−






 −−−−
n

sns
sn

n

sns
s , коефіцієнт же при 

)(Nv  дорівнює 1
!

!0)!1( =






 −
n

n
n . Для гри ),( cN  у формулах (2.10) 

замість v  необхідно підставити c .  
Розглянемо гру трьох осіб, тоді (2.10) для 1=i  приймає вигляд: 

=−+−+−+= ))3,2()((3
1)))3()3,1(())2()2,1(((6

1)1(3
1

1 vNvvvvvvσ

))3()2()1(2(6
1))3,2(2)3,1()2,1((6

1)(3
1 vvvvvvNv −−+−++= . Ана-

логічно, заміною індексу 1=i  на 3,2=i  отримуємо 2σ  й 3σ . 
Для прикладу, розглянутого на початку параграфу, 

( )3
183,3

198,3
173),,( 321 =σσσ . Цей розподіл ядру не належить 

( 1703
217121 >=+ σσ ). 

Розглянемо ще один приклад ("Внески користувачів"). Об'єднан-
ня з n  авіакомпаній розподіляють витрати на будівництво злітної 
смуги. Витрати на будівництво пропорційні довжині смуги. Для i  - ї 
авіакомпанії досить, щоб довжина смуги була рівною ic . Без обме-
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ження загальності нехай: 121 ... cccc nn ≤≤≤≤ − . 

Маємо наступну гру розподілу витрат: }{max)( i
Si

cSc
∈

= , 

},...,1{ nS ⊆∀ . Формула (2.10) дає наступний результат: nn c
n

1=σ , 

)(
1

11
11 nnnn cc

n
c

n
−

−
+= −−σ , ..., ∑

=
+−=

n

ij
jji cc

j
)(

1
1σ , ni ,1= , 01 =+nc . 

Тобто у будівництві найкоротшої смуги беруть участь всі компа-
нії (і ділять витрати порівну), у будівництві відрізка смуги )( 1−− nn cc  
бере участь )1( −n  - а компанія (крім компанії з номером n ) і теж 
ділять витрати порівну і т.д. 

Як ми відмітили вище, вектор Шеплі може не належати ядру гри. 
Важливим класом ігор, у яких ядро не порожнє і містить вектор Ше-
плі, є "опуклі ігри". 
Визначення 2.5. Кооперативна гра ),( vN  називається опуклою, 

якщо вона задовольняє одній з двох еквівалентних умов: 
1) Ni ∈∀ , }{\, iNTS ⊆∀ : )( TS ⊆  ⇒  ≤− )()(( SviSv U  

))()( TviTv −≤ U  ; 

2) NTS ⊆∀ , : )()()()( TSvTSvTvSv IU +≤+ . 
Вважається, що 0)( =∅v . 

Лема 2.1. Нехай ),( vN  – опукла гра, },...,,{ 21 niiiN = . Тоді вектор 

маргінальних внесків ),...,(),...,( 111 −−= kki iiviivx
k

 належить ядру гри. 

Отже, вектор Шеплі також належить ядру. 
Справедливе й обернене твердження – якщо всі вектори маргіна-

льних внесків належать ядру, то гра є опуклою. 
В опуклих іграх вектор Шеплі займає "центральне положення" у 

ядрі, оскільки ядро опуклої гри є опуклою оболонкою векторів мар-
гінальних внесків [6]. 
Визначення 2.6. Оператором значення гри ),( vN  є відображення 

ϕ  із 
N

E2  у NE , що ставить у відповідність кожній грі ),( vN  розпо-

діл )(vϕ  величини )(Nv : )()( Nvv
Ni

i =∑
∈

ϕ . 

Визначення 2.7. Оператор значення )(vϕ  гри ),( vN  задовольняє 
"аксіомі анонімності", якщо він комутує з перестановкою гравців, 
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тобто для довільної бієкції τ  множини N  у себе і 
N

Ev 2∈∀ має міс-
це рівність ))(())(( vv τϕϕτ = , де ))(())(( SvSv ττ = , при NS ⊆ ; 

)()( ii xx ττ =  при NEx∈ . 

Визначення 2.8. Оператор значення ϕ  гри ),( vN  задовольняє "ак-

сіомі адитивності", якщо 
N

Ewv 2, ∈∀ : )()()( wvwv ϕϕϕ +=+ . 
Визначення 2.9. Оператор значення ϕ  гри ),( vN  задовольняє "ак-

сіомі бовдура", якщо Ni ∈∀ , 
N

Ev 2∈∀ : 
}\,)()({ iNSSviSv ⊆∀=U  ⇒  0)( =viϕ . 

Теорема 2.2 (Шеплі,1953). Існує лише один оператор ϕ  , що за-
довольняє аксіомам анонімності, адитивності й бовдура. Це – вектор 
Шеплі. 
Визначення 2.10. Оператор значення ϕ  гри ),( vN  задовольняє 

аксіомі маргінальності, якщо )(viϕ  залежить лише від вектора 

iNSSviSv \))()(( ⊆−U , тобто ),()()()( SwiSwSviSv −=− UU  

iNS \⊆∀  ⇒  )()( wv ii ϕϕ = , 
N

Ewv 2, ∈∀ , Ni ∈∀ , де 
0)()( =∅=∅ wv . 

Теорема 2.3 (Янг, 1985). Існує лише один анонімний й маргіна-
льний оператор значення. Це – вектор Шеплі. 

Теореми Шеплі і Янга є "характеризаціями" вектора Шеплі. Ма-
ються й інші характеризації та узагальнення вектора Шеплі [6]. 

Повернемось до принципу егалітаризму у виборі розподілу коо-
перативної гри. Перший крок – це виділення ядра, другий – знахо-
дження "егалітарного" розподілу з ядра. 
Визначення 2.11. Лексимінний оптимум Nii ∈= )(γγ  на множині 

векторів 
NSSi

i SvxSxexe
⊂∈









−≡= ∑ )(),()(  таких, що )(

1

Nvx
n

i
i =∑

=
, 

називається N  - ядром гри ),( vN . 
Величина ),( Sxe  називається ексцесом, це по суті "наддохід" ко-

аліції S у порівнянні з її власними можливостями. Ексцеси різних 
коаліцій порівнюються егалітарно. У першу чергу, розглядається 
мінімальний прибуток, який максимізується. Вектор ексцесів )(γe  
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максимізує на множині розподілів x , )(
1

Nvx
n

i
i =∑

=
, егалітарну функ-

цію колективної корисності при умові, що корисність кожної коалі-
ції вимірюється її ексцесом: 

 
















−=








− ∑∑

∈⊂=∑∈⊂
∈

)(minmax)(min
)(:

SvxSv
Si

i
NSNvxxSi

i
NS

Ni
i

γ  .     (2.11) 

Далі серед розв'язків (2.11) N  - ядро вибирає такий розподіл, при 
якому максимального значення досягає другий за мінімальністю ко-
аліційний прибуток. У кінцевому результаті такий процес приводить 
до єдиного розподілу, яке і є N  - ядром. 

Відмітимо, що коли ядро гри ),( vN  непорожнє, то всі розв'язки 
задачі (2.11) йому належать. Дійсно, якщо розподіл x  належить яд-
ру, то 0),(min ≥

⊂
Sxe

NS
. Тоді будь-який розв'язок (2.11) задовольняє 

цій нерівності, що і свідчить про належність його ядру. 
Навіть для гри трьох осіб не так легко привести загальну форму-

лу для N -ядра. "Геометрично" N  - ядро займає "центральну" пози-
цію в середині ядра гри. 

Розглянемо задачу "Внески користувачів". Нехай як і при    обчи-
сленні вектора Шеплі витрати користувачів впорядковані: 

121 ...0 cccc nn ≤≤≤≤≤ − . Нехай також 1+−= iii ccδ , ni ,1= , 01 =+nc . 
У загальному випадку обчислення N -ядра є вельми важкою зада-
чею. Обсудимо лише частинний випадок nδδδ ≥≥≥ ..21 , для якого 

існує явна формула: 1
3211 2...42 −++++= n

nδδδδγ , 

∑
=

+−=
n

ij

ij
ji

12δγ , ni ≤≤2 .  

Як видно, N - ядро, як і вектор Шеплі, розподіляє iδ  між гравця-
ми i,...,2,1 , при цьому доля гравця i  є найбільшою. Долі спадають зі 
швидкістю геометричної прогресії за індексом гравця. 

Порівняємо N - ядро з вектором Шеплі ( ∑
=

=
i

j
ji j

1

δσ , ni ≤≤1 ). 

Очевидно, що при 4≥n : 
11 γσ ≥ , 22 γσ ≥ , 11 −− ≤ nn γσ , nn γσ ≤ . При 

23 −≤≤ ni  можливі знаки нерівностей як "≥", так і "≤". 
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Існує характеризація N - ядра [6], яка є значно складнішою у по-
рівнянні з характеризацією вектора Шеплі. 

Серйозним недоліком N - ядра є його немонотонність по відношен-
ню до прибутку максимальної коаліції. Якщо деякі гравці “стражда-
ють" у результаті покращення загальної ситуації, то вони можуть від-
мовитись від участі у максимальній коаліції  (якщо при зростанні бю-
джету прибуток деяких членів суспільства падає, то вони будуть не за-
цікавлені в його зростанні, тобто покращенні добробуту всього суспі-
льства у цілому). Отже, використання принципу "справедливості" у 
розподілі благ приводить у результаті до "несправедливості" у їх 
отриманні. Точне формулювання властивості немонотонності даєть-
ся наступною лемою. 
Лема 2.2. Якщо N  складається не менш, ніж з 9 гравців, то існу-

ють дві такі гри ),( vN  й ),( wN  з )()( NwNv < , )()( SwSv =  для 

NS ⊂∀ , що для деякого гравця i  можлива нерівність ii µγ > , де 

ii µγ ,  – компоненти N  - ядер відповідно ігор ),( vN  й ),( wN . 
 

Контрольні завдання до  §2 
 

1. Обчислити вектор Шеплі для кооперативної гри: с(1)=2, 
с(2)=1, с(3)=3, с(12)=2, с(13)=4, с(23)=3. 

2. Знайти вектор Шеплі для кооперативної гри «Внески корис-
тувачів»: с1=10, с2=7, с3=5, с4=4, с5=3. 

3. Знайти N-ядро для кооперативної гри з п.2. 
 

§3. Механізми колективного прийняття рішень 
 

В цьому параграфі застосуємо введені у Розділі 2, §4 поняття до  
мікроекономічних проблем поділу витрат й розподілу прибутку. 

При поділі витрат на виробництво неподільного суспільного про-
дукту (наприклад, мосту) маються лише дані про загальні витрати на 
його будівництво й доходи, які кожен гравець має від експлуатації 
цього об'єкта. Іншою інтерпретацією моделі поділу витрат є розра-
хунок при банкротстві фірми. Кожен гравець має виражену у грошах 
претензію на її власність, але вся власність фірми виявляється мен-
шою за суму претензій. Проблема полягає у тому, щоб поділити вла-
сність між кредиторами. 
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Задача поділу прибутку полягає у тому, що необхідно поділити 
виручку від неподільного кооперативного заходу, наприклад, фут-
больного матчу, між його учасниками – футболістами, тренерами, 
лікарями. Правило поділу повинно базуватись на оцінці "ринкової 
вартості" кожного гравця, що враховує його повні витрати (напри-
клад, його зарплату). Нехай гонорар від матчу перевищує суму по-
вних витрат. Як він повинен бути розподіленим між учасниками? 
Модель поділу прибутку. Об'єднання з n  гравців отримують від 

кооперації дохід 0>r . Повні витрати гравця i  дорівнюють 0>ic . 

Кооперація прибуткова, тобто rc
n

i
i <∑

=1

. Як поділити дохід r ? 

Перший принцип розподілу доходу r  – індивідуальна раціональ-
ність. Кожен гравець повинен отримати не менше своїх повних ви-
трат, інакше він не буде кооперуватись. Після цих виплат залиша-

ється прибуток ∑
=

−=
n

i
icrs

1

, який потрібно поділити. 

Оскільки прибуток отримується від кооперації гравців, то всі во-
ни мають права на нього і чому б не вважати ці права рівними (ми не 
маємо інформації про внесок окремого гравця або коаліції гравців в 
отримання прибутку). Отже, при "егалітарному" розв'язку доля i  - 
го гравця nscy ii /+= . 

Звичайно, гравець, у якого повні витрати перевищують середній рі-
вень, може не погодитись з такою аргументацією. Необхідно розгляда-
ти, скаже він, повні витрати як фактори процесу виробництва, у якому 

дохід є результатом. На одиницю повних витрат дістається ∑
=

n

i
icr

1

/  

одиниць доходу і справедливим буде розподілити дохід пропорційно 

участі кожного, яка оцінюється індивідуальними витратами ic , ni ,1= .  

Отже, маємо "пропорційний" розв'язок )/(
1
∑

=
=

n

j
jii crcy , який та-

кож випливає з егалітарного принципу – віддача на одиницю індиві-
дуальних витрат для всіх однакова. Але пропорційний поділ теж не 
позбавлений недоліків. 

Нехай останні свої гроші перед стипендією 3 студента витратили 
на торт вартістю 20 грн. Один студент вклав 15 грн., другий – 4 грн., 
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третій – 1 грн. Пропорційний поділ виділить першому 750 г торта, 
другому – 200 г, третьому – 50 г. Навряд чи третій студент пого-
диться отримати 50 г. Він відмовиться вносити свою гривню і в ре-
зультаті і перший, і другий студенти залишаться з нічим. 

А який принцип поділу запропонували б Ви? 
Модель поділу витрат. Колективний об'єкт (міст) коштує 0>c  

й приносить дохід 0≥ib  кожному з його користувачів ni ,1= . Буді-

вництво об'єкта ефективне: cb
n

i
i >∑

=1

. Як розподілити витрати c  між 

гравцями? Формально ця модель є симетричною попередній моделі 
поділу прибутку, якщо розглядати ib  як повні витрати гравця i , а 

cbs
n

i
i −=∑

=1

 як спільний прибуток. Але змістовна інтерпретація мо-

делі поділу прибутку дасть нам нові принципи прийняття рішень. 
При пропорційному розв'язку кожен гравець платить 

1

/
n

i i j
j

x cb b
=

= ∑ , ni ,1= . Відмітимо, що для i∀ : ii bx ≤≤0  (ніхто не 

отримує субсидій й не платить більше за свій дохід). 
Егалітарний принцип може застосовуватись двома способами: 

вирівнюванням частки витрат й вирівнюванням чистої економії на 
витратах. Розв'язок з "рівномірним розподілом витрат" приписує 
кожному гравцю витрати ncxi /= , розв'язок з "рівним прибутком" 

(тобто ncbxbxb
n

j
jjjii /

1













−=−=− ∑

=
 для всіх ji, ) приписує кожно-

му гравцю витрати ncbbx
n

j
jii /

1













−−= ∑

=
. Очевидний недолік рівно-

мірного розподілу витрат полягає у тому, що якісь гравці, можливо, 
заплатять більше за свій дохід (тобто k∃ : kk bncx >= ). При вирів-
нюванні прибутку можлива ситуація, коли якийсь гравець отримує 
субсидію за споживання продукту (тобто k∃ : 

0/
1

<












−−= ∑

=
ncbbx

n

j
jkk ). 
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Оподаткування. Спробуємо модифікувати два останні принципи 

поділу, приймаючи ii bx ≤≤0 , ni ,1= , у якості обмежень. 

Визначення 3.1. Рівневий податок – єдиний розподіл ),...,( 1 nxx  у 

моделі розподілу витрат при cb
n

i
i >∑

=1

, що є розв'язком задачі: 









∀≤≤==∈ ∑
=

ibycyyyAxx ii

n

i
inn ,0,),...,(),...,(

1
11 , 

),...,(),...,( 1111 nnnn ybybLMxbxb −−−− , Ay∈∀ , 

де LM  – лексимінний порядок на NE . 
Визначення 3.2. Подушний податок – це (єдиний) розподіл витрат 

Axx n ∈),...,( 1 , що задовольняє: 

),...,(),...,( 11 nn yyLMxx , Ay∈∀ . 
Отже, рівневий податок вирівнює прибутки (чисті доходи) при 

обмеженнях ii bx ≤≤0 , у той час, як подушний податок вирівнює 
витрати. Якщо частки витрат рівневого прибутку (рівномірний роз-
поділ витрат) задовольняє цим обмеженням, то він співпадає з рів-
невим податком (подушним податком). 

Єдиність обох розв'язків випливає з єдиності лексимінного опти-
муму на опуклій множині nEA ⊂ . 

"Податкова" термінологія належить Янгу (1987 р.), котрий інтер-
претував неподільний суспільний продукт як послуги, що надаються 
податківцем. Дохід гравця i  до сплати податків дорівнює ib , а його 

дохід після сплати податків дорівнює ii xb − . Таким чином, c  – не-
обхідна загальна сума податків (бюджет збирача податків). 

Рівневий та подушний податки можна легко обчислити за допо-
могою наступного параметричного представлення. 

Теорема 3.1. Для задачі розподілу витрат );,...,( 1 cbb n , cb
n

i
i >∑

=1

, 

подушний податок обчислюється із розв'язку наступного рівняння 
відносно параметра 0≥λ :  

 cb
n

i
i =∑

=1

},min{λ  ⇒  },min{ ii bx λ= . (3.1) 

Рівневий податок обчислюється із розв'язку наступного рівняння 
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відносно 0≥λ : cbb
n

i
i

n

i
i −=∑∑

== 11

},min{λ ⇒  },min{ iii bbx λ−= . 

Знайдемо явний вираз для подушного й рівневого податків при 
2=n . Нехай 21 bb < , розглянемо три випадки: 1) 1b≤λ ; 2) 

21 bb ≤< λ  й 3) λ<2b . 
За формулою (3.1) для першого випадку маємо: c=+ λλ  ⇒  

12 bc ≤=λ ⇒ 221
cxx ==  при 120 bc ≤≤ ; для другого: cb =+ λ1  

⇒  211 bbcb ≤−=< λ ⇒ 11 bx = , 22 bcx −= , при 2112 bbcb +<< . Для 

третього: cbb =+ 21 , що суперечить умові задачі.  
Аналогічно отримуємо для рівневого податку: 

cb −= 2λ , 01 =x , cx =2 , при 120 bbc −≤≤ ; 

)(
2

1
21 cbb −+=λ , )(

2

1
212211 cbbxbxb −+=−=− , 2112 bbcbb +<≤− . 

Бачимо, що подушний податок співпадає з рівномірним розподі-
лом витрат для малих значень c , а рівневий податок співпадає з рів-
ним прибутком для великих значень c . Ця властивість зберігається 
для n∀ . Якщо усі ib  - додатні та }min{/ jbnc ≤ , то подушний пода-

ток ncxi /= , ni ,1= .  В той же час, якщо ≤⋅−∑
=

}min{
1

j

n

j
j bnb  

∑
=

≤≤
n

j
jbc

1

, то податок ncbbx
n

j
jii /

1













−−= ∑

=
, ni ,1= . 

 
Розглянемо п'ять гравців із доходами: 41 =b , 122 =b , 203 =b , 

244 =b , 305 =b . Загальний дохід дорівнює 90
5

1

=∑
=j

jb . Розглянемо 

Таблиця 3.1. 
Доходи 4 12 20 24 30 Витрати 

Подушний податок 4 6.5 6.5 6.5 6.5 30 

Пропорційний 3
4  4 3

20  8 10 30 

Рівневий 0 0 3
16  

3
28  3

46  30 
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спочатку досить низькі витрати 30=c  (таблиця 3.1). Однак, не на-
стільки низькі, щоб подушний податок співпадав з рівномірним роз-
поділом ( 6=ix , для всіх i ). Гравець 1 може заплатити лише 41 =x , 
після чого останні гравці рівномірно розподіляють витрати, що за-
лишились. Разом з тим, рівневий податок дуже приємний для грав-

ців 1 й 2, у той час як інші гравці мають 214 3  одиниць прибутку. 

Тепер виберемо досить великі загальні витрати 66=c  (таблиця 3.2). 

 
При рівневому податку всі гравці, крім першого, отримують по 5 

одиниць прибутку. При подушному податку перші два гравці не 

отримують ніякого прибутку, останні три мають по 3
216  одиниць 

прибутку. Відмітимо, що у цих двох прикладах пропорційний пода-
ток, як правило, але не завжди, знаходиться між подушним й рівне-
вим податками. Необхідність верхньої й нижньої границі на частки 

витрат ( ii bx ≤≤0 , ni ,1= ) відповідають поняттю ядра у кооперати-
вній грі, що описує повні витрати коаліцій наступним чином:  

 







−= ∑

∈
0,max)( cbSv

Si
i , (3.2) 

тобто коаліція S може отримати прибуток за рахунок будівництва й 
покриття витрат на нього (зокрема 0)( =Sv , якщо cb

Si
i ≤∑

∈
). 

Нехай cb
n

i
i >∑

=1

. Витрати 
niixx

,1
)( ==  задовольняють принципу 

відокремлення для даної кооперативної гри тоді й лише тоді, коли 
вектор прибутків ),...,( 11 nn xbxby −−=  належить ядру гри, тобто:  

Таблиця 3.2. 
Доходи 4 12 20 24 30 Витрати 

Подушний пода-
ток 

4 12 3
50  3

50  3
50  66 

Пропорційний 2.9 8.8 14.7 17.6 22 66 

Рівневий 0 7 15 19 25 66 
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1

,
n

i
i

x c S N
=

= ∀ ⊆∑ : ( ) ( )i i
i S

b x v S
∈

− ≥ ⇔∑ =







−≥− ∑∑

∈∈
0,max)( cbxb

Si
i

Si
ii  

cb
Si

i −=∑
∈

⇔ cx
Si

i ≤∑
∈

⇔ 







≤ ∑∑

∈∈ Si
i

Si
i bcx ,min , 

оскільки ∑∑
∈∈

≤
Si

i
Si

i bx . 

Якщо взяти }{ iS = , то з останньої нерівності випливає, що ii bx ≤ , 

для i∀ . Якщо взяти }{\ iNS = , то 












≤−≤ ∑∑

∈∈ Sj
ji

Sj
j bcxcx ,min . Якщо 

∑
∈

≤
}{\ iNj

jbc , то cxc i ≤−  ⇒  0≥ix , для i∀ . Якщо ∑
∈

≥
}{\ iNj

jbc , то 

∑
∈

≤−
}{\ iNj
ji bxc  ⇒  0

}{\

≥−≥ ∑
∈ iNj

ji bcx . Отже, умова 0 i ix b≤ ≤  для i∀ , 

еквівалентна умові належності вектора витрат x , cx
n

i
i =∑

=1

, ядру коопе-

ративної гри ),( cN  з функцією витрат (3.2). Тому, пропорційний роз-
поділ, що є подушним або рівневим податком, належить ядру гри . 

Оскільки ми звели задачу розподілу витрат до кооперативної гри, 
логічно знайти це значення у вигляді N - ядра та вектора Шеплі. 
Теорема 3.2 (Ауман, Машлер, 1985 р.). N - ядро гри (3.2) відпо-

відає наступним долям витрат (λ  – параметр): 

1) ∑
=

≤
n

i
ibc

12

1
: c

bn

i

i =








∑
=1 2

,min λ  ⇒  






=

2
,min i

i

b
x λ , ni ,1= ; 

2) ∑
=

≥
n

i
ibc

12

1
: cb

b n

i
i

n

i

i −=








∑∑
== 11 2

,min λ ⇒  






−=

2
,min i

ii

b
bx λ , ni ,1= . 

Ауман і Машлер звернули увагу на те, що N - ядро є розв'язком 
цікавої загадки з Талмуда (IV ст. до н.е.). 

Помирає чоловік, у якого залишаються три дружини, претензії 
котрих на спадщину дорівнюють відповідно 100, 200 й 300 одиниць. 
Талмуд рекомендує частки для величини спадщини з табл. 3.3. 

Який логічний метод (алгоритм, принцип) лежить в основі розв'яз-
ку? Якщо при поділі "малої" спадщини у 100 одиниць (сума заявок 
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600
3

1

=∑
=j

jb ) долі відповідають методу рівного прибутку, то в інших ви-

падках поділ прибутку відрізняється від рівневого, подушного й пропо-
рційного податків (перевірте це). Виявляється, що долі прибутку, при-
ведені у таблиці 3.3 відповідають N - ядру (перевірте за Теоремою 3.2 
для величини витрат sbbbc −++= 321 , де s  – сума спадщини). 

 
Вектор Шеплі гри (3.2) не має такої простої формули як N -ядро. 

Однак його "податкова" інтерпретація дозволяє його легко обчислити. 
Гравці намагаються втекти від збирача податків. Він ловить їх одного 
за одним у випадковому порядку (усі порядки рівноймовірні). Спіймані 
гравці платять повну суму своїх доходів, поки витрати не будуть по-
криті. Нехай порядок затримання співпадає з порядком ),...,2,1( n , ви-
трати покриваються тільки після затримання гравця 1+k : 

∑∑
+

==
≤<

1

11

k

j
j

k

j
j bcb . Тоді перші k  гравців платять ib , гравець 1+k  пла-

тить ∑
=

−
k

i
ibc

1

, інші гравці не платять нічого. 

В інтерпретації з банкрутством маємо симетричну історію. Гравці 
біжать у банк і отримують спадщину повністю у відповідності із заяв-
кою (за принципом "хто перший прийшов, той перший і обслуговуєть-
ся"), поки спадщина повністю не вичерпається. У прикладі з Талмуда 
вектор Шеплі співпадає з N - ядром, якщо спадщина дорівнює 100 або 
300, але відрізняється від нього, якщо спадщина складає 200. У цьому 
випадку витрати дорівнюють 400200600 =−=c . Тоді гравець 1 запла-
тить повністю свій дохід, якщо буде спійманим першим або другим, і 
нічого не заплатить, якщо буде спійманим останнім. Отже, його доля 

дорівнює 3
266 . Далі, гравець 2 повинен заплатити 200, якщо буде 

Таблиця 3.3. 

Заявка 100 200 300 
Сума  

спадщини 

3
133 3

133  3
133  100 

50 75 75 200 Долі 

50 100 150 300 
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спійманим першим, 100 або 200 з рівною ймовірністю, якщо спійманим 
другим, і нічого, якщо спійманим останнім. Отже, його доля дорівнює 

2116 3
. Отже, спадщина за Шеплі ділиться як ( )3

183,3
183,3

133 . 

Розглянемо аксіоматичні моделі розподілу витрат й прибутку. Ці 
питання почали вивчатися в останні два десятиріччя. 
Визначення 3.3. Для даної спільноти { }nN ,...,2,1=  механізмом 

розподілу витрат називається відображення х, що ставить у відпові-
дність кожній задачі );,...,( 1 cbb n , cb

Ni
i ≥∑

∈
, вектор часток витрат 

Nini cbbxcbx ∈= ));,...,((),( 1 , для котрого ccbx
Ni

i =∑
∈

),( . 

Визначення 3.4. Кажуть, що механізм розподілу витрат децентра-
лізується, якщо частка ),( cbxi  гравця Ni ∈  залежить від величини 

витрат с, його особистого доходу ib  і спільного доходу: 









= ∑∑

∈∈
cbbtcbxb

Ni
iiii

Ni
i   ;  ;),(  : . 

Отже, якщо механізм розподілу витрат децентралізується, то ко-
жен гравець не повинен знати деталі розподілу витрат між партне-
рами. Необхідно знати лише повний (або середній) дохід. Наслідком 
властивості децентралізованості є те, що для будь-якої коаліції S ча-
стка її витрат може бути обчислена за спільним доходом цієї коаліції 

та її доповнення: 












= ∑∑∑

∈∈∈
cbbrcbx

SNj
j

Si
iS

Si
i   ;  ; ),(

\

. 

Теорема 3.3 (Мулен, 1985 р.). Нехай 3≥n , тоді існує єдиний ме-
ханізм розподілу витрат, який узгоджується з децентралізацією і на-
лежить до ядра ( ) , ,  ,),(0 cbibcbx ii ∀≤≤ . Це пропорційний податок. 
Визначення 3.5. Механізм розподілу витрат задовольняє аксіомі 

сумісності, якщо для c'c,b', b,ji,       , ∀  з умови { } ' ,'  jjii bbbb ==  

випливає { }0))','(),(())','(),(( ≥−−− cbxcbxcbxcbx jjii .  

Тобто, якщо дохід двох гравців фіксований, а всі інші параметри 
задачі змінюються, то ці зміни повинні бути вигідними або невигід-
ними одночасно для обох. 

Усі розглянуті вище механізми розподілу витрат (пропорційний, 
подушний, рівневі податки та N – ядро) окрім вектора Шеплі, задо-
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вольняють аксіомі сумісності. Характеризацію цих методів (необ-
хідні та достатні умови) одержимо приєднанням до аксіоми сумісно-
сті ще двох аксіом: анонімності (якщо поміняти індекс i на j, то час-
тка ix  поміняється на jx ) та неперервності (частка витрат непере-

рвно змінюється при зміні с). 
 

Контрольні завдання до  §3 
 

1. Знайти рівневий податок для задач поділу витрат:  
1.1. b=(1,3,5,6,10),  c=10,  c=20; 
1.2. b=(1,5,8,12,14),  c=10,  c=20,  c=30. 

2. Знайти подушний податок для задачі поділу витрат з п.1.  
3. Знайти рівневий податок для задач поділу прибутку: 

3.1. с=(1,3,5,6,10),  r=30,  r=40,  r=50; 
3.2. с=(1,5,8,12,14),  r=40,  r=50,  r=60. 

4. Знайти подушний податок для задач поділу прибутку з п.3. 
5. Знайти N-ядро для задач з п.1, п.3. 
6. Знайти вектор Шеплі для задач з п.1, п.3. 

 
Питання для самоперевірки до розділу 6 

 
1. Дайте визначення сильної рівноваги Неша. 
2. Що таке рівновага у спільних змішаних стратегіях? 
3. В чому полягає стабілізація рівноваг Неша на основі погроз? 
4. Дайте визначення α і β-ядер. 
5. Як задається кооперативна гра в нормальній формі? 
6. Сформулюйте “принцип відокремлення”, дайте визначення яд-

ра кооперативної гри. 
7. Сформулюйте теорему Бондаревої. 
8. Що таке вектор Шеплі? Сформулюйте теореми Шеплі та Янга. 
10. Сформулюйте задачі поділу витрат та прибутку, доходу та 

прибутку. 
11. Які основні принципи поділу витрат, їх переваги та недоліки? 
12. Що таке рівневий та подушний податки? 
14. Сформулюйте теорему Аумана-Машлера. 
15. Дайте податкову та банкрутну інтерпретацію вектора Шеплі. 
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РОЗДІЛ 7  
ПРИЙНЯТТЯ РІШЕНЬ  

В УМОВАХ НЕЧІТКОЇ ІНФОРМАЦІЇ 
 

"Нечіткість", як правило, є проявом суб'єктивності осіб, що при-
ймають рішення, експертів та аналітиків, які формулюють задачу 
прийняття рішень. Тому, як множина альтернатив, множина наслід-
ків, так і зв'язок між ними можуть бути нечіткими. Такі задачі при-
йняття рішень називаються ЗПР в умовах нечіткої інформації.  

 
§1. Основні поняття з теорії нечітких множин 

 
Визначення нечіткої множини. У класичній математиці під мно-

жиною розуміється сукупність елементів (об'єктів), що мають деяку 
спільну властивість. Наприклад, множина чисел, не менших заданого 
числа; множина векторів, сума компонентів кожного з яких не переве-
ршує одиниці і т.п. При цьому, для будь-якого елемента множини роз-
глядаються лише дві можливості: або цей елемент належить даній 
множині (тобто має дану властивість), або не належить даній множині 
(тобто не має даної властивості). Таким чином, в описі множини у зви-
чайному розумінні необхідно дотримуватися чіткого критерію, що до-
зволяє судити про належність або неналежність будь-якого елемента 
даній множині. 

Поняття нечіткої множини – спроба математичної формалізації 
нечіткої інформації з метою її використання при побудові математи-
чних моделей складних систем. В основі цього поняття лежить уяв-
лення про те, що елементи, які складають дану множину і мають де-
яку спільну властивість, можуть мати цю властивість в різному сту-
пені і, отже, належати даній множини з "різним ступенем". При та-
кому підході висловлення типу "елемент x  належить даній множи-
ні" втрачають зміст, оскільки ще необхідно вказати "наскільки силь-
но" або з яким ступенем даний елемент належить множині. 

Один з найпростіших способів математичного опису нечіткої 
множини – характеризація ступеня належності елемента множині 
числами, наприклад, з інтервалу [0, 1]. Нехай X  – деяка множина 
елементів (у звичайному розумінні). Надалі будемо називати її уні-
версальною множиною і розглядати підмножини цієї множини. 
Нечіткою множиною С на множині Х називається сукупність пар 
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))(,( xx Cµ , де Xx∈ , а Cµ - функція, [ ]: 0,1C Xµ → , що називається 

функцією належності нечіткої множини С. Значення Cµ  для конкре-
тного х називається ступенем належності цього елемента нечіткій 
множині С. 

Як видно з цього визначення, нечітка множина цілком описується 
своєю функцією належності, тому нижче будемо використовувати 
цю функцію як позначення нечіткої множини. Звичайні множини 
складають підклас класу нечітких множин. Дійсно, функцією нале-
жності звичайної множини XB ⊂  є її характеристична функція : 





∉
∈

=
B,x

Bx
xB   ,0

,  ,1
)(µ  

і відповідно до визначення нечіткої множини звичайну множину В 
можна також визначити як сукупність пар виду ))(,( xx Bµ . Таким 
чином, нечітка множина являє собою більш широке поняття, ніж 
звичайна множина, у тому розумінні, що функція належності нечіт-
кої множини може бути, взагалі кажучи, довільною функцією або 
навіть довільним відображенням. 

Приклад  1.1. Для порівняння розглянемо звичайну множину 
чисел { }20 ≤≤= xxB  і нечітку множину чисел {xC = "значення x 

є близьким до 1" }. Функції належності цих множин представлені 
відповідно на рис.1.1а. і рис.1.1б. Відмітимо, що вид функції належ-
ності нечіткої множини С залежить від змісту, вкладеного у поняття 
"близько" у контексті аналізованої ситуації.  
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Нечітка множина називається порожньою, якщо її функція нале-
жності дорівнює нулю на всій множині X, тобто .  ,0)( Xxx ∈∀=∅µ  

Універсальну множину X також можна описати функцією належ-
ності виду .  ,1)( XxxX ∈∀=µ  
Носієм нечіткої множини А (позначення suppA) з функцією нале-

жності )(xAµ  називається множина (у звичайному сенсі) виду 

}{ 0)(  ,supp >∈= xXxxA Aµ . 

Нечітка множина А називається нормальною, якщо виконується 
рівність 1)(sup =

∈
xA

Xx
µ . У протилежному випадку нечітка множина 

називається субнормальною. Наприклад, нечітка множина С у при-
кладі 1.1 є нормальною. Субнормальним часто виявляється перетин 
нечітких множин. Субнормальна множина може бути перетворена 
до нормальної (нормалізована), якщо розділити функцію належності 

)(xµ  цієї множини на величину )(sup x
Xx

µ
∈

. Однак варто врахувати 

що, застосовуючи таке перетворення у конкретній задачі, необхідно 
представляти собі його "фізичний зміст".  

Нехай А і В – нечіткі множи-
ни у X, а )(xAµ  і )(xBµ  – їх фу-
нкції належності відповідно. 
Кажуть, що А містить у собі В 
(тобто AB ⊆ ), якщо для будь-
якого Xx∈  виконується нерів-
ність )()( xx AB µµ ≤ . Слід за-
уважити, що якщо AB ⊆ , то і 

AB  supp supp ⊆ . Множини А і В 
співпадають одна з одною (екві-
валентні), якщо при будь-якому 

Xx∈ , )()( xx AB µµ = .  
Приклад  1.2. Розглянемо 

нечіткі множини: { }1 до близько xxB = , { }1 до близько дуже xxB = . 

Зрозуміло, що AB ⊆ , тобто функції належності цих множин )(xAµ  

та )(xBµ  повинні задовольняти нерівності )()( xx AB µµ ≤  при будь-
якому Xx∈ . Графічно ці функції можуть виглядати, наприклад, як по-
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казано на рис. 1.2. Суцільною лінією 
показаний графік функції належнос-
ті множини А, а пунктирною – мно-
жини В. 
Операції над нечіткими 

множинами. Операції над нечіт-
кими множинами, такі, напри-
клад, як об'єднання й перетин, 
можна визначити різними спосо-
бами. Нижче буде дано кілька та-
ких визначень. Вибір конкретного 
з них залежить від предметної 
області. 
Об'єднанням нечітких множин 

А і В у X називається нечітка 
множина з функцією належності: 

{ } Xxxxx AABA ∈=∪ ,)(),(max)( µµµ . 
Приклад  1.3. Нехай нечіткі 

множини А і В на числовій осі опи-
суються функціями належності, 
показаними на рис. 1.3. Жирною 
лінією на цьому малюнку позначе-

на функція належності об'єднання цих множин. 
Об'єднання нечітких множин А і В у X можна також визначити 

через алгебраїчну суму їх функцій належності: 





<++
≥+
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,1)()(,1
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x
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BA µµµµ
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Перетином нечітких множин А і В у X називається нечітка мно-
жина з функцією належності { })(),(min)( xxx BABA µµµ =∩ . 

Приклад  1.4. Нехай нечіткі множини А і В на числовій осі опису-
ються функціями належності, показаними на рис. 1.4. Жирною лінією 
на цьому малюнку показана функція належності перетину цих множин. 
Іншим чином можна визначити перетин нечітких множин А і В  як ал-
гебраїчний добуток їх функцій належності: 

)()()( xxx BABA µµµ =∩ , Xx∈ . 
Це визначення може бути дуже зручним у випадку нечітких мно-

жин А та В таких, що AB ⊆ . За першим з цих визначень отримаємо, 
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що )()( xx BBA µµ =∩ , Xx∈∀ , тобто 
функція належності множини А 
фактично "не бере участі" у резуль-
туючій функції належності, тоді як 
за останнім визначенням функція 
належності перетину завжди збері-
гає інформацію про функції належ-
ності обох множин.  

Корисною може виявитися на-
ступна властивість носіїв нечітких 
множин: 

supp ( ) (supp A) (supp B),

supp ( ) (supp A) (supp B).

A B

A B

∪ = ∪
∩ = ∩

 

Доповненням нечіткої множини А у X називається нечітка мно-
жина А' з функцією належності виду .  ),(1)(' Xxxx AA ∈∀−= µµ   

Цікаво, що при такому визначенні, може бути, що ∅≠∩AA' .  
Приклад 1.5. Розглянемо множину { } 0 більше занадто ,xA = , і не-

хай функція належності цієї множини має вигляд, показаний на рис. 
1.5 (суцільна крива). Тоді пунктирна лінія на цьому малюнку відпові-
дає функції належності доповнення А' множини А на множині всіх 
чисел. Іншими словами, множину А' можна описати як множину чи-
сел, що не є набагато більшими за нуль. Непорожній перетин множин 
А і А' у цьому прикладі являє собою нечітку множину чисел, "набага-
то більших за нуль і одночасно таких, що не є набагато більшими за 
нуль". Непорожність цієї нечіткої множини відбиває той факт, що са-
ме поняття "бути набагато більшим" описане нечітко, внаслідок чого, 
деякі числа можуть з визначеним ступенем належати одночасно як 
одній, так і іншій множині. У деякому сенсі цей перетин можна роз-
глядати як нечітку "межу" між множинами А і А'. 

Визначимо поняття різниці, декартового добутку та опуклої ком-
бінації нечітких множин. 
Різницею множин А і В у X називається нечітка множина А\В с 

функцією належності: 
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Декартовим добутком нечітких множин     i iA X⊆ , 1,2,...,i n= , 
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називається нечітка множина A = 1 2 ... nA A A× × × X⊆ =
1

n

i
i

X
=

∏  з фу-

нкцією належності  
{ } .),...,(  ,)(),...,(min)( 111

Xxxxxxx nnAAA n
∈== µµµ  

Опуклою комбінацією нечітких множин 1 2, ,... nA A A X⊆  назива-
ється нечітка множина А з функцією належності виду: 

∑
=

=
n

i
iiA xx

1

)()( µλµ , де 1  ,,...,2,1  ,0
1

i ==≥ ∑
=

n

i
ini λλ . 

Опуклі комбінації нечітких множин можуть знайти застосування, 
наприклад, у задачах прийняття рішень з декількома нечіткими обме-
женнями. Зауважимо, що для звичайних множин ця операція не має 
змісту. 
Множини рівня й декомпозиція нечіткої множини. Множиною 

рівня α  нечіткої множини А у X називається множина у звичайному 
розумінні, яка складається з елементів Xx∈ , ступені належності 
яких нечіткій множині А, не менші за число α . Таким чином, якщо  

αA  – множина рівня α  нечіткої множини А, то 

{ }αµα ≥∈= )(  , A xXxxA .  

Операції над множинами рівня: 
♦ операція об'єднання ααα BABA ∪=∪ )(  (при визначенні об'єд-

нання як алгебраїчну суму функцій належності: ααα BABA ∪⊇∪ )( ); 

♦ операція перетину ααα BABA ∩=∩ )(  (при визначенні перети-
ну як алгебраїчного добутку функцій належності: 

ααα BABA ∩⊆∩ )( ); 

♦ декартовий добуток αααα )(...)()()...( 2121 nn AAAAAA ×××=××× ; 

♦ опукла комбінація А нечітких множин nAAA ,..., 21  – 

αα AA
n

i
i ⊆

=
I

1

)( . 

В деяких випадках зручно користуватися декомпозицією (розкла-
данням) нечіткої множини за її множинами рівня, тобто представ-
ленням цієї множини у вигляді U

α
ααAA = , де )()( xx AA αα

αµµα = , а 

об'єднання нечітких множин береться по всіх α  від 0 до 1. 
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Приклад  1.6. Нехай Х = {0, 2,..., 6}, а функція належності нечіт-
кої множини А у X задана табл. 1.1. 

Тоді А можна декомпозувати на наступні множини рівня: 
{ } { } { }
{ } { } { }6  ,6,5  ,6,5,4

  ,6,5,4,3  ,6,5,4,3,2  ,6,...,2,1

0,19,07,0

5,03,01,0

===
===

AAA

AAA
 

і представити множину А у вигляді: { } { }∪∪= 6,5,4,3,23.06,...,2,11.0A  

{ } { } { } { }.616,59.06,5,47.06,5,4,35.0 ∪∪∪∪  

 
Відображення нечітких множин. Лотфі-Заде запропонував ви-

значення образа нечіткої множини при звичайному (чітко описано-
му) відображенні. Нехай YX →:ϕ - задане відображення і нехай А – 
деяка нечітка підмножина множини X із функцією належності 

)(xAµ . Відповідно до узагальнення Лотфі-Заде образ А при відобра-
женні ϕ  визначається як нечітка підмножина множини Y, що предста-

вляє собою сукупність пар виду ))(,( yy Bµ , де ]1,0[: →YBµ  функція 

належності образа. Неважко зрозуміти, що функцію належності Bµ  
можна записати:  

,  ),(sup)(
)(1

Yyxy A
yx

B ∈=
−∈

µµ
ϕ

 

де { } YyyxXxxy ∈∀=∈=−   ,)(  ,)(1 ϕϕ , являє собою множину усіх еле-

ментів Xx∈ , образом кожного з яких при відображенні ϕ , є еле-
мент у.  

При такому підході нечітке відображення чіткої множини можна 
описати як відображення, при якому елементові Xx∈  ставиться у 
відповідність не конкретний елемент множини Y, а, взагалі кажучи, 
нечітка підмножина множини Y. Це нечітке відображення описується 
функцією належності ]1,0[: →×YXϕµ  так, що функція ),( 0 yxϕµ  (при 

фіксованому 0xx = ) є функцією належності нечіткої множини з Y і 

представляє собою нечіткий образ елемента 0x  при даному відобра-
женні. В межах цієї концепції можна визначити нечітке відобра-
ження нечіткої множини. Нехай ]1,0[: →×YXϕµ  - задане нечітке 

Таблиця 1.1. 
х 0 1 2 3 4 5 6 

)(xAµ 0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 1 
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відображення нечіткої множини )(xAµ  з X. Тоді образом цієї нечіткої 
множини при нечіткому відображенні буде сукупність пар виду: 

Xxxyx A ∈  )),(),,(( µµϕ , де ),( yxϕµ  при кожному фіксованому 

Xx∈ являє собою нечітку підмножину множини Y. Таким чином, 
нечіткий образ нечіткої множини є досить складним об'єктом – нечі-
ткий підклас класу всіх нечітких підмножин множини Y. Ясно, що 
використання подібних об'єктів для аналізу реальних систем є досить 
складним. Більш зручним для практичного використання є інший 
підхід, що запропонував С.О. Орловський [12]. 
Визначення 1.1. Образом В у Y нечіткої множини А у X при нечіт-

кому відображенні ]1,0[: →×YXϕµ  називається нечітка множина з 

функцією належності виду: { })(),,(minsup)( xyxy A
Xx

B µµµ ϕ
∈

= . 

Якщо розуміти )(xAµ  як нечітке унарне відношення на множині 
X, то легко бачити, що в основі цього визначення образу лежить ма-
ксмінний добуток (композиція) нечітких відношень )(xAµ  і ),( yxϕµ  

(див. нижче "Нечіткі бінарні відношення"). 
Неважко перевірити, що в окремому випадку, коли ),( yxϕµ - зви-

чайне відображення: YX →:ϕ  (тобто 1),( =yxϕµ  при )(xy ϕ=  і 

1),( =yxϕµ  для інших пар ),( yx ), це визначення дає 

,  ),(sup)(
)(1

Yyxy A
yx

B ∈=
−∈

µµ
ϕ

 що відповідає приведеному вище класи-

чному визначенню Лотфі-Заде для образа нечіткої множини при зви-
чайному відображенні. 

Введемо тепер визначення прообразу нечіткої множини при нечі-
ткому відображенні. 
Визначення 1.2. Прообразом А нечіткої множини В в Y при нечі-

ткому відображенні ]1,0[: →×YXϕµ  називається об'єднання всіх 

нечітких множин, образи яких при цьому відображенні належать (є 
підмножинами) нечіткій множині В. 

Якщо образ нечіткої множини а при відображенні ϕµ  позначати 

як ϕµoa , то прообразом нечіткої множини В є об'єднання всіх мно-

жин а, що задовольняють умові Ba ⊆ϕµo  чи, іншими словами, 



 266 

{ } .  ),()(),,(minsup Yyyxyx Ba
Xx

∈∀≤
∈

µµµϕ  

Явний вираз для функції належності прообразу визначається на-

ступним чином:






∈

∈
= ∈

,\,1

,),(inf
)(

0

0

XXx

Xxy
x

B
Ny

A x

µ
µ  

де { })(),(  ,0 yyxYyXxX Bµµϕ >∈∃∈= , { })(),( yyxYyN Bx µµϕ >∈= . 

Приклад  1.7. Нехай в універсальній множині { }321 ,, xxxX =  

нечітка множина А задається функцією належності )(xAµ  (табл.1.2), 
а нечітке відображення YX →:ϕ  функцією належності 

]1,0[:),( →×YXyxϕµ  (табл. 1.3).  

      

 
 

1. Знайти образ В нечіткої множини А при відображенні ),( yxϕµ . 

Для зручності позначимо через { }),(),(min),( yxxyxM A ϕµµ=  і 

складемо таблицю 1.4. З останнього рядка цієї таблиці отримаємо фу-
нкцію належності )(yBµ  (табл. 1.5) образу B Y⊆  нечіткої множини 

A , що задається нечітким відображенням ),( yxϕµ . 

2. Знайти прообраз *A X⊆  нечіткої множини *B Y⊆  із функці-
єю належності )(* yBµ  (табл. 1.5) при відображенні ),( yxϕµ .  

Таблиця 1.3. 
 1y  2y  3y  4y  5y  

1x  0.7 1.0 0.1 0.3 0.6 

2x  0.7 0.4 0.7 0.5 0.6 

3x  0.3 0.4 0.1 0.2 1.0 
 

Таблиця 1.2.
x  )(xAµ  

1x  0.4 

2x  0.6 

3x  1.0 
 
Таблиця 1.4. 

x  ),( 1yxM  ),( 2yxM  ),( 3yxM  ),( 4yxM  ),( 5yxM  

1x  0.4 0.4 0.1 0.3 0.4 

2x  0.6 0.4 0.6 0.5 0.6 

3x  0.3 0.4 0.1 0.2 1.0 

)(yBµ
 

0.6 0.4 0.6 0.5 1.0 
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Таблиця 1.5. 
y  )(yBµ  

1y  0.6 

2y  0.4 

3y  0.6 

4y  0.5 

5y  1.0 
 

Таблиця 1.6. 
y )(* yBµ  

1y  0.3 

2y  0.7 

3y  0.4 

4y  0.6 

5y  1.0 
 

Побудуємо: { } { }21*0 ,)(),(  , xxyyxYyXxX B =>∈∃∈= µµϕ . Відмі-

тимо, що елемент 3x  множини X не буде належати множині 0X , 
оскільки, при будь-яких y 
числа у відповідних комі-
рках рядка 3x  таблиці 1.3 є 
не більшими за числа у 
відповідних комірках сто-
впчика )(* yBµ  таблиці 1.6. 
Тому одразу можна запи-
сати, що 1)( 3* =xAµ , і не 

будувати множину 
3xN . 

Для 21   , xx  визначимо множини: 

{ } { }
{ } { }.,)(),(  

 ,,)(),( 

312

211

2

1

yyyyxYyN

yyyyxYyN

Bx

Bx

=>∈=

=>∈=

µµ

µµ

ϕ

ϕ
 

Нарешті, за таблицею 1.6 знайдемо: 
{ } ,3.04.0  ,3.0min)( 1* ==xAµ  

{ } 3.07.0  ,3.0min)( 2* ==xAµ . 

Приклад  1.8. Нехай задана нечітка множина { }2)( x
A exxA −== µ  

(рис. 1.6) в універсальній множині 0≥= EX  також нечітке відобра-

ження у множину 0≥= EY  з функцією належності yxeyx −−=),(ϕµ  

(графік при фіксованому y на рис. 1.7).  
1. Знайти образ В нечіткої множини А при відображенні ),( yxϕµ . 
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Розв'язок. За означенням 
{ })(),,(minsup)( xyxy A

Xx
B µµµ ϕ

∈
= . 

На рис. 1.8 жирною лінією виді-
лено графік функції 







 −−− xyx ee 2

1
,min , з якого ми ба-

чимо, що функція 







 −−− xyx ee 2

1
,min  має два макси-

муми у точках yx 3/2=  і yx 2= , 

серед яких перший, для ≥∈∀ Ey , 
є глобальним. Таким чином, образ В нечіткої множини А, що зада-
ється нечітким відображенням ),( yxϕµ  є нечіткою множиною з фун-

кцією належності 
yxyx

Ex
B eeey 3

1
2

1
,minmax)(

0

−−−−

∈
=







=

≥

µ .  

2. Знайти прообраз А* нечіткої множини В*, яка задана функцією 

належності 
y

B ey 4
1

* )(
−=µ  (рис. 1.9), при нечіткому відображенні 

),( yxϕµ  (на рис. 1.10 – графік функції належності нечіткого відобра-

ження ),( yxϕµ  при фіксованому y = x).  
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Розв'язок. Побудуємо  

{ }=>∈∃= )(),(, *0 yyxYyxX Bµµϕ  

   , 4
1

00 =






 >∈∃∈= −−−

≥≥
yyx eeEyEx

{ }  4
5

4
3  ,00 =<<∈∃∈= ≥≥ yxyEyEx 0>E . 

Одержали всі додатні точки числової осі. Одразу можна записати, 
що  1)0(* =Aµ . Визначимо множину: 

{ }=>∈= )(),( 1 yyxYyN Bx µµϕ  =






 >∈ −−−

≥
yyx eeEy 4

1

0  

{ }xyxEy 3
4

5
4

0 <<∈= ≥ , 0>∈∀ Ex  

(її легко побачити на рис. 1.10; жирною лінією на графіку виділений 
фрагмент, для якого нерівність виконується). Тепер знайдемо для 

0>∈∀ Ex  функцію належності: 
xy

B
Ny

A eyxyxeyx
x

3
1

4
1

* 0  ,3
4

5
4min)(inf)(

−−

∈
=







 ><<== µµ  

(на рисунку бачимо, що її мінімум досягається при xy 3
4= ). Остаточ-

но отримаємо, ,)( 3
1

*
x

A ex
−=µ 0≥∈∀ Ex . 

Нечіткі бінарні відношення. Аналогічно "звичайним" бінарним 
відношенням можна ввести поняття нечіткого бінарного відношення 
на множині X як нечітку підмножину декартового добутку XX ×  з фу-
нкцією належності ),( yxRµ . Для нечітких бінарних відношень поняття 
носія й множини рівня нечіткого відношення, а також операції об'єд-
нання, перетину, доповнення вводяться відповідно введеним поняттям 
теорії нечітких множин: 

♦ носієм нечіткого відношення ),( yxRµ  на множині Х 

називається чітка множина }{supp( ) ( , ) ( , ) 0RR x y X X x yµ= ∈ × > ; 

♦ множиною рівня α  нечіткого відношення ),( yxRµ  на множині 

Х називається чітка множина { }R( , ) ( , )R x y X X x yα µ α= ∈ × ≥ ; 

♦ об'єднанням нечітких відношень ),( yxRµ  і ),( yxSµ  
називається нечітке відношення з функцією належності 
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{ } Xyxyxyxyx SRSR ∈∀=∪ ,  ,),(),,(max),( µµµ ; 

♦ перетином нечітких відношень ),( yxRµ  і ),( yxSµ  називається 
нечітке відношення з функцією належності 

{ } Xyxyxyxyx SRSR ∈∀=∩ ,  ,),(),,(min),( µµµ ; 

♦ доповненням нечіткого бінарного відношення ),( yxRµ  на 
множині Х називається нечітка множина з функцією належності  

Xyxyxyx RR
∈∀−= ,  ),,(1),( µµ . 

Операція композиції (добутку) вводиться різними способами: 
♦ для максмінної композиції нечітких відношень R i S  

));,(),,(min(sup),( yzzxyx SR
Xz

SR µµµ
∈

× =  

♦ для мінмаксної композиції 
));,(),,(max(inf),( yzzxyx SR

Xz
SR µµµ

∈× =  

♦ для максимультипликативної композиції  
)).,(),((sup),( yzzxyx SR

Xz
SR µµµ o

∈
× =  

Оскільки для Xzyx ∈∀ ,,  виконуються нерівності : 

),,(),()),(),,(min()),(),,(max( yzzxyzzxyzfzx SRSRSR µµµµµ o≥≥  

то, якщо позначити через   , , 2
3

2
2

2
1 RRR – відповідно максмінну, 

мінімаксну та максимультипликативну композиції відношення R 

самого на себе, матимемо: 2
3

2
2

2
1  RRR ⊇⊇ . 

Для оберненого відношення 1−R  : .,),,(),(1 yxxyyx RR
∀=− µµ  

Якщо задавати бінарне відношення матрицею, то її елементи 
будуть довільними числами з відрізка [0,1]. По змісту ця матриця 
аналогічна матриці, що описує "звичайне" бінарне відношення, але 
оскільки її елементи приймають значення не тільки 0 чи 1, а й 
проміжні між ними, факт, що елемент ijr  цієї матриці дорівнює 

]1,0[∈α  означає, що ступінь виконання відношення ji Rxx  дорівнює 

α . Інтерпретація операцій над нечіткими бінарними відношеннями 
у термінах матриць, які їх задають, є такою ж самою як і у випадку 
"звичайних" бінарних відношень. 

Найважливішими властивостями нечітких бінарних відношень, 
що використовуються у теорії прийняття рішень є:  
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♦ рефлексивність ),1),(( xxxR ∀=µ ; 

♦ антирефлексивність ),0),(( xxxR ∀=µ ; 

♦ симетричність ),),,(),(( yxxyyx RR ∀= µµ ; 

♦ антисиметричність ),0)),(),,((min(( yxxyyx RR ≠∀=µµ ; 

♦ транзитивність ( RRR ⊆o ).  
Слід відмітити, що оскільки операція композиції може бути 

введеною трьома способами (максмінна композиція, мінмаксна 
композиція, максимультипликативна композиція), то і властивість 
транзитивності визначається відповідно.  
Нечіткі відношення переваги, байдужності, подібності і стро-

гої переваги. Нехай X – задана множина альтернатив. Нечітким від-
ношенням нестрогої переваги на X будемо називати будь-яке задане 
на цій множині рефлексивне нечітке бінарне відношення. Оскільки 
нечітке відношення можна розуміти як нечітку підмножину декар-
тового добутку XX × , то нечітке відношення переваги ≥R  на мно-
жині X будемо описувати функцією належності виду 

]1,0[: →×≥ XXµ , яка є рефлексивною, тобто Xxxx ∈∀=≥   ,1),(µ . 
Рефлексивність нечіткого відношення переваги відбиває той при-

родний факт, що будь-яка альтернатива Xx∈  не гірша самої себе. 
Якщо ≥µ  нечітке відношення переваги на множині альтернатив X, 

то для будь-якої пари альтернатив Xx ∈y  , , значення ),( yx≥µ  розумі-

ється як ступінь переваги х у порівнянні з y . Рівність 0),( =≥ yxµ  може 
означати або те, що з позитивним ступенем має місце зворотна перева-
га, тобто, 0),( >≥ xyµ  або те, що альтернативи х і у є непорівнянні між 

собою з жодним позитивним ступенем, тобто, 0),( =≥ xyµ . 

За заданим на множині X нечітким відношенням переваги ≥µ  
можна однозначно визначити три відповідних йому нечітких відно-
шення: байдужності  ∼R (функцію належності будемо позначати 

через ∼µ ), подібності )(  ≈≈ µR (квазіеквівалентності) і строгої пере-

ваги )(  >> µR . За аналогією зі звичайними відношеннями переваги ці 
три відношення можна визначити наступним чином: 

1 1 1 1( \ ) ( ), ,    \ ,R X X R R R R R R R R R R− − − −
∼ ≥ ≥ ≥ ≥ ≈ ≥ ≥ > ≥ ≥= × ∪ ∪ ∩ = ∩ =  

де 1−
≥R  – зворотне до відношення ≥R , позначається через ≤R  і опи-
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сується функцією належності ( , ) ( , ),   ,x y y x x y Xµ µ≤ ≥= ∀ ∈ . 
За визначеннями перетину, об'єднання й різниці нечітких мно-

жин, одержимо такі вирази для функції належності цих відношень: 
1. Нечітке відношення байдужності: 

{ } { }{ }
{ } { }{ }.),( ),,(min ,),(1 ),,(1minmax

),(),,(min ,),(),,(max1max),(

xyyxxyyx

xyyxxyyxyx

≥≥≥≥

≥≥≥≥∼

−−=
=−=

µµµµ
µµµµµ

 

2. Нечітке відношення подібності: 
{ }.),( ),,(min xyyx ≥≥≈ = µµµ  

3. Нечітке відношення строгої переваги:  





≤
≥−

=
≥≥

≥≥≥≥
> ).,(),(,0

),,(),(),,(),(
),(

xyyx

xyyxxyyx
yx

µµ
µµµµ

µ  

Розглянуті нечіткі відношення: байдужності ∼µ , подібності ≈µ  і 

строгої переваги >µ  успадковують властивості їх чітких прототипів. 

1. Нечіткі відношення байдужності ∼µ  і подібності ≈µ  – рефлек-
сивні й симетричні.  

2. Нечітке відношення строгої переваги >µ - антирефлексивне й 
антисиметричне.  

3. Якщо вихідне нечітке відношення переваги на множині X  тра-
нзитивне, то цією ж властивістю володіють нечіткі відношення по-
дібності ≈µ  і строгої переваги >µ . 

 
Контрольні завдання до  §1 

 
1. Нехай в універсальній множині }6,5,4,3,2,1{=X задані дві 

нечіткі множини А і В, задані функціями належності Aµ  та Bµ . 
Знайти для цих множин:  об’єднання,  перетин та  різницю. 

2. Нехай задані дві нечіткі множини xExA  { 1∈= - приблизно 

х 0 1 2 3 4 5 6 

)(xAµ  0.2 0.1 0 0.1 0.9 0.3 0 

)(xBµ  0 0,1 0.3 0.5 0.7 0.9 1 
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дорівнює 1}, xExB  { 1∈= - приблизно дорівнює 3}. Знайти 

об’єднання,  перетин та  різницю цих множин. 

3. Нехай задана нечіткі множини ( ) x
A x eµ −=   та 

2( 3)( ) x
B x eµ − −= .  

Знайти об’єднання,  перетин та  різницю  цих множин. 
4. Нехай в універсальній множині { }321 ,, xxxX =  нечітка множи-

на А задається функцією належності )(xAµ , а нечітке відображення 

YX →:ϕ  функцією належності ]1,0[:),( →×YXyxϕµ . Знайти об-

раз В нечіткої множини А , що задається  відображенням ),( yxϕµ . 

5. Нехай задана нечітка множина ( ) x
A x eµ −=  в універсальній 

множині 1EX =  та також задане нечітке відображення у множину 
1EY =  з функцією належності 

2)(),( yxeyx −=ϕµ . Знайти образ В 

нечіткої множини А. 
 

§2. Прийняття рішень  
при нечіткому відношенні переваги 

 
Якщо інформація про ситуацію прийняття рішення описана у фо-

рмі звичайного відношення переваги, раціональним, природно вва-
жати вибір недомінованих альтернатив. Застосуємо подібний підхід 
до задачі прийняття рішень при нечітко описаному відношенні пере-
ваги на множині альтернатив. При цьому ми розглянемо спочатку 
задачі, у яких сама множина альтернатив описана чітко, тобто як 
звичайна множина, а потім звернемося до більш загального випадку 
з нечіткою множиною альтернатив. 

Отже, нехай X – звичайна (чітко описана) множина альтернатив, 

≥µ  задане на ньому нечітке відношення нестрогої переваги, а >µ  від-
повідне нечітке відношення строгої переваги. Визначимо нечітку під-
множину недомінованих альтернатив множини X за відношенням ≥µ . 

Відповідно до визначення відношення строгої переваги >µ , для будь-

яких альтернатив Xx ∈y  ,  величина ),( yx>µ  є ступінь, із якою аль-
тернатива y домінується альтернативою х. Отже, при фіксованому 

Xy∈  визначену на X функцію ),( xy>µ  можна розглядати як функ-
цію належності нечіткої множини "всіх" альтернатив х, що строго до-
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мінуються альтернативою y. Нехай, наприклад, ступінь належності 
альтернативи х* цій множині (відповідній деякому фіксованому у) 
дорівнює 0.3. Це означає, що х* домінується  у із ступенем 0.3. 

Неважко зрозуміти, що множина "всіх" альтернатив х, що не домі-
нуються альтернативою у, являє собою доповнення у X введеної мно-
жини ),( xy>µ . Звідси одержуємо, що ця нечітка множина описується 

функцією належності виду Xxxy ∈∀− >   ),,(1 µ . Якщо, наприклад, 

),( xy>µ =0.3, то зі ступенем 0.7 альтернатива х не домінується альте-
рнативою у. Тому для виділення у X підмножини "всіх" альтернатив, 
кожна з яких не домінується жодною альтернативою з X, потрібно 
взяти перетин нечітких множин виду ),(1 xy>− µ  за всіма X y∈ . Цей 
перетин ми і назвемо нечіткою підмножиною недомінованих (ефек-
тивних) альтернатив (нечітка множина Парето) і позначимо його  

{ } )),(),((sup1),(sup1),(1inf)( yxxyxyxyx
XyXyXy

P
≥≥

∈
>

∈
>∈

−−=−=−= µµµµµ . 

Останнє співвідношення отримується з визначення нечіткого відно-
шення строгої переваги. Дійсно, нехай  x  – довільно обрана альтер-
натива. Введемо множини: 

{ }
{ }

1

2

( )  ( , ) ( , ) ,   

( )  ( , ) ( , ) .

Y x y X y x x y

Y x y X y x x y

µ µ

µ µ
≥ ≥

≥ ≥

= ∈ >

= ∈ ≤
 

Користуючись тим, що XxXxYxY ∈∀=∪   ,)()( 21 , отримаємо:  









−−=−= >
∈

>
∈

>
∈

),(sup),(supmax1),(sup1)(
)()( 21

yxxyxyx
xYyxYyXy

P µµµµ . 

Далі, спираючись на визначення >µ , одержуємо:  

=








−−= ≥≥
∈

0)),,(),((supmax1)(
)(1

yxxyx
xYy

P µµµ  

=








−−−= ≥≥
∈

≥≥
∈

)),(),((sup)),,(),((supmax1
)()( 21

yxxyyxxy
xYyxYy

µµµµ  

.  )),,(),((sup1 Xxyxxy
Xy

∈−−= ≥≥
∈

µµ  

Отриманий вираз дозволяє описати нечітку підмножину недомі-
нованих альтернатив через вихідне відношення нестрогої переваги 
на множині X. 



 275 

Значення )(xPµ  являє собою ступінь, із якою альтернатива х не 

домінується жодною з альтернатив множини X. Нехай αµ =*)( xP  
для деякої альтернативи х*. Тоді х* може домінуватися іншими аль-
тернативами, але із ступенем не вище α−1 . Дійсно, при цьому 

αµ −=>
∈

1*),(sup xy
Xy

, отже, αµ −≤> 1*),( xy  для Xy ∈∀ . 

Оскільки величина )(xPµ  є ступінь "недомінованості" альтерна-
тиви х, то в умовах нечіткої інформації раціональним природно вва-
жати вибір альтернатив, що мають по можливості більшу ступінь 

належності нечіткій множині )(xPµ . 

Множина таких альтернатив { ( ) sup ( )}P P P

y X

X x X x yµ µ
∈

= ∈ =  на-

зивається множиною максимальних недомінованих альтернатив мно-
жини Х за відношенням переваги ≥µ . 

Приклад  2.1. Нехай на множині { }4321 ,,, xxxxX = , задане за 

табл. 2.1 нечітке відношення переваги 4,1,  ),,( ∈≥ jixx jiµ . 

За визначенням отримаємо нечітку множину Парето (див. табл. 
2.2). Звідси видно, що найбільший (рівний 0.8) ступінь недомінова-

ності має альтернатива 3x , тому її 
вибір як розв'язку варто вважати 
раціональним у рамках розгляну-
того підходу. 

Розглянемо тепер задачу при-
йняття рішень із ціллю, що задана 
нечітким відношенням переваги у 
випадку, коли множина альтерна-
тив є нечіткою. 

Нехай на універсальній мно-
жині Х задана нечітка множина 
альтернатив ]1,0[: →XDµ , нечі-
ткою ціль ОПР задається відно-
шенням переваги ),( yx≥µ . 

Відмінність цієї задачі від попередньої полягає у тім, що більш 
переважними слід вважати альтернативи, які мають більшу ступінь 

Таблиця 2.1. 

≥µ  1x  2x  3x  4x  

1x  1 0.2 0.3 0.1 

2x  0.5 1 0.2 0.6 

3x  0.1 0.6 1 0.3 

4x  0.6 0.1 0.5 1 
 

Таблиця 2.2. 
 

1x  2x  3x  4x  
Pµ  0.5 0.6 0.8 0.5 
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переваги як за нечітким відношенням ≥µ , так і за функцією належ-

ності Dµ . Для вирішення цієї проблеми побудуємо ще одне відно-

шення переваги ≥η , яке є індукованим функцією належності Dµ  





<
≥

=≥ ).()(,0

),()(,1
),(

yx

yx
yx

DD

DD

µµ
µµ

η  

Тепер, якщо вважати відношення ≥µ  і ≥η  рівноцінними для ОПР, їх 

можна агрегувати в одне відношення переваги, яке визначається як їх пере-
тин { }),(),,(min),( yxyxyx ≥≥≥ = ηµω . Далі слід розв'язати задачу прийнят-

тя рішень у попередній постановці (на чіткій множині альтернатив із ціллю, 
що задана нечітким відношенням переваги).  

 
Контрольні завдання до  §2 

 
1. Нехай на множині { }4321 ,,, xxxxX = , задане нечітке відношення 

переваги 4,1,  ),,( ∈≥ jixx jiµ . Знайти нечітке відношення Парето.  

 

≥µ  1x  2x  3x  4x  

1x  1 0.8 0.7 0.5 

2x  0.2 1 0.1 0.4 

3x  0.4 0.3 1 0.2 

4x  0.1 0.1 0.5 1 

 
2. Нехай на множині { }4321 ,,, xxxxX = , задане нечітке відношення 

переваги 4,1,  ),,( ∈≥ jixx jiµ . Знайти нечітке відношення Парето.  

 

≥µ  1x  2x  3x  4x  

1x  1 0.4 0.4 0.1 

2x  0.5 1 0.5 0.2 

3x  0.9 0.9 1 0.9 

4x  0.6 0.2 0.1 1 
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3.Нехай на універсальній множині { }4321 ,,, xxxxX =  задана нечі-

тка множина альтернатив ]1,0[: →XDµ  із нечіткою ціллю 

]1,0[: →×≥ XXµ . Знайти нечітке відношення Парето. 
 

X  Dµ   µ≥  1x  2x  3x  4x  

1x  0.1  
1x  1 0.4 0.4 0.1 

2x  0.6  
2x  0.5 1 0.5 0.2 

3x  0.4  
3x  0.9 0.9 1 0.9 

4x  0.2  
4x  0.6 0.2 0.1 1 

 
 

§3. Нечіткі задачі багатокритеріальної оптимізації 
 

Задача прийняття рішень із нечітко визначеною ціллю (підхід 
Белмана – Лотфі-Заде). В основі цього підходу є визначення цілі 
задачі прийняття рішень як нечіткої підмножини універсальної 
множини альтернатив. 

Нехай X – універсальна множина альтернатив. Нечіткою ціллю у 
X будемо називати нечітку підмножину X, яку будемо позначати че-
рез G і задавати функцією належності ]1,0[: →XGµ . Якщо, напри-
клад, X – числова вісь, то нечіткою ціллю прийняття рішень може 
бути нечітка множина типу "величина х повинна приблизно дорів-
нювати 5" або "бажано, щоб величина х була значно більшою за 10" 
і т.п. Чим більший ступінь належності альтернативи х нечіткій мно-
жині цілі G, тобто чим більше значення )(xGµ , тим більше ступінь 
досягнення цієї цілі при виборі альтернативи х як розв'язку задачі.  

Нечітка множина альтернатив також може описуватися нечіткою 
підмножиною універсальної множини альтернатив X. У наведеному 
вище прикладі нечітка множина альтернатив може мати, наприклад, 
такий вигляд: "значення х повинно бути не занадто великим" чи 
"значення х не повинне бути набагато більше 50" і т.п.  

Більш загальною є постановка задачі, у якій нечітка ціль і нечітка 
множина альтернатив є підмножинами різних універсальних множин. 
Нехай X – універсальна множина альтернатив, елементи якої оціню-
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ються за вектором критеріїв ),...,( 1 mfff = , який задає відображення X 
в універсальну множину оцінок Y, тобто YXf →: . В універсальній 
множині оцінок Y задана ціль у вигляді нечіткої множини 

]1,0[: →YGµ . 
Задача при цьому зводиться до попередньої постановки (тобто до 

випадку, коли ціль – нечітка підмножина X) наступним чином. Ви-

значимо нечітку множина альтернатив Gµ , що забезпечує досягнен-

ня заданої цілі Gµ . Ця множина є прообразом нечіткої множини Gµ  
при відображенні f, тобто за визначенням прообразу нечіткої мно-

жини маємо: Xxxfx GG ∈=   )),(()( µµ . 
 Після цього вихідна задача розглядається як задача досягнення 

нечіткої цілі Gµ  на нечіткій множині альтернатив.  
Перейдемо тепер до визначення розв'язку задачі прийняття рі-

шень із нечітко визначеною ціллю. Грубо говорячи, розв'язати цю 
задачу – означає досягти цілі і задовольнити обмеження, причому у 
даній нечіткій постановці варто говорити не просто про досягнення 
цілі, а про її досягнення з тим або іншим ступенем із врахуванням і 
ступеню належності до множини альтернатив.  

За підходом Белмана – Лотфі-Заде ці фактори враховуються на-
ступним чином. Нехай, наприклад, деяка альтернатива х забезпечує 
досягнення мети із ступенем )(xGµ  і належить множині альтернатив 

із ступенем )(xDµ . Тоді покладається, що ступінь належності цієї 
альтернативи множині розв'язків задачі дорівнює мінімальному з 
цих чисел. Іншими словами, альтернатива зі ступенем, наприклад, 
0.3, із тим же ступенем належить нечіткій множині розв'язків, не-
зважаючи на те, що вона забезпечує досягнення цілі зі ступенем, рі-
вним, наприклад, 0.8. 

Таким чином, нечіткою множиною розв'язків задачі досягнення 
нечіткої цілі на нечіткій множині альтернатив називається перетин 
нечітких множин цілі й альтернатив, тобто функція належності 
множини розв'язків має вигляд { })(),(min)( xxx DG µµµ = . 

При наявності декількох цілей нечіткий розв'язок описується фу-
нкцією належності: { })(),(),...,(min)(

1
xxxx DGG m

µµµµ = .  

Якщо функції належності до множини альтернатив та цілі розріз-
няються по важливості, а також задані відповідні коефіцієнти відно-
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сної важливості ступеню належності до множини альтернатив 00 >λ  

і відносної важливості цілей 1  ,,1  ,0
0

==> ∑
=

m

i
ii mi λλ , то функція на-

лежності розв'язку визначається виразом: 
{ })(),(),...,(min)(

11 xxxx DGmG m
µµλµλµ = . 

Приклад  4.1.  Нехай { }10,...,2,1=X , а нечітка ціль і множина 
альтернатив задаються таблицею 4.1: 

 
Таблиця 4.1. 

х 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

)(xGµ  0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.0 0.9 0.7 0.5 

)(xDµ  0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0 
 
Тоді множину розв'язків µ  отримаємо у наступній таблиці 4.2. 

Таблиця 4.2. 
х 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

)(xµ  0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.8 0.6 0.4 0.2 0 

 
Ціль, множину альтернатив та множину рішень можна інтерпре-

тувати, наприклад, так: G = "значення х повинно бути близьким до 
7", D = " х повинно бути близьким до 5". Тоді отриманий розв'язок: 
"значення х повинно бути близьким до 6". 

Якщо виникає потреба у визначенні конкретної альтернативи, яку 
слід вважати розв'язком задачі з нечіткою ціллю, то її можна визна-
чити різними способами. Один із найбільш розповсюджених спосо-
бів полягає у виборі альтернативи х*, що має максимальну ступінь 
належності множині нечітких розв'язків, тобто: 

{ })(),(minmax)(max*)( xxxx DG
XxXx

µµµµ
∈∈

== . 

Такі альтернативи називають максимізуючими розв'язками. 
 
Багатокритеріальні задачі з нечіткою множиною альтерна-

тив. Спочатку розглянемо звичайну (однокритеріальну) задачу ма-
тематичного програмування з нечіткою множиною альтернатив, а 
потім узагальнимо отримані результати на випадок багатокритеріа-
льної задачі. 
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Нехай X – універсальна множина, а ϕ  – функція 1EX → , зна-
ченнями якої оцінюються результати вибору елементів із множини 
X. У множині X задана нечітка підмножина ]1,0[: →XDµ , яку ми 
назвемо нечіткою множиною альтернатив. Задача полягає у "мак-
симізації" у деякому сенсі функції ϕ  на нечіткій множині Dµ . 

Під "максимізацією" за підходом С.О. Орловського [12] розумі-
ють вибір нечіткої підмножини µ  множини Dµ , якій відповідають 

найбільші значення як функції ϕ , так і функції належності Dµ  нечі-
ткої множини альтернатив. Ці альтернативи у задачах багатокрите-
риальної оптимізації (Розділ 4) у залежності від способу їх порів-
няння називаються ефективними, слабко ефективними, власно ефек-
тивними (відповідно максимальними за Парето, за Слейтером, за 
Джеофріоном). Далі для простоти без обмеження загальності ми бу-
демо використовувати тільки визначення ефективних альтернатив.  

Зрозуміло, що представлення розв'язку у формі усієї нечіткої 
множини ефективних альтернатив за критеріями ϕ  і Dµ  має сенс, 
коли така форма змістовно зрозуміла особі, що приймає рішення. 
Нагадаємо, що альтернатива Xx ∈* називається ефективною за дво-
ма функціями )  i  )( (xx Dµϕ , якщо не існує іншої альтернативи 

Xx∈  строго кращої за х*, тобто *)()(  : xxXx ϕϕ ≥∈¬∃ , 

*)()( xx DD µµ ≥  і хоча б одна нерівність є строгою. Іншими словами, 

якщо Xx ∈*  ефективна альтернатива за функціями )(  i  )( xx Dµϕ  на 
множині X, то вибором будь-якої іншої альтернативи з X неможливо 
збільшити (у порівнянні з *)( xϕ  та *)( xµD ) значення однієї функції, 
не зменшивши при цьому значення іншої. Якщо ж опис розв'язку 
задачі у вигляді нечіткої множини є не прийнятним ОПР, то під 
розв'язком задачі варто розуміти деякий компроміс між бажанням 
одержати найбільші значення як функції ϕ , так і функції належності 

Dµ . Цей компроміс може бути знайдений будь-яким із методів бага-
токритеріальної оптимізації. 

Отже, нехай Р – множина всіх ефективних альтернатив двох-
критеріальної задачі: .  max,  )(  max,    )( Xxxx D ∈→→ µϕ  
Визначення 4.2. Розв'язком задачі математичного програмування 

з нечіткою множиною альтернатив називається нечітка множина з 
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функцією належності: 

{ }PxPxxx D ∉∈= 0  ;)()( µµ . 

У цьому визначенні наголошується, що ОПР повинна використову-
вати у своєму рішенні лише ті альтернативи універсальної множини X, 
що мають значення функцій )  i  )( (xx Dµϕ , які не покращуються одно-
часно. Вибір деякої конкретної альтернативи з множини Р може зро-
бити лише ОПР, яка має деяку додаткову інформацію (чи міркуван-
ня) про те, що важливіше: значення функції ϕ  чи ступінь належнос-

ті Dµ  до множини альтернатив. 
Відповідне нечіткому розв'язку нечітке значення функції ϕ  запи-

сується у вигляді 
)(sup)(

)(1
x

x

µψµ
ψϕ

ϕ
−∈

= . 

У випадку, коли ми маємо багатокритеріальну задачу з нечіткою 

множиною альтернатив, функція ϕ  є векторною mRX →:ϕ . Під роз-
в'язком такої задачі ми будемо розуміти вибір нечіткої підмножини µ  

множини Dµ , елементам якої відповідають найбільші значення як фу-

нкцій mii ,1  , =ϕ , так і функції належності Dµ  нечіткої множини альте-
рнатив.  

Нехай mP  – множина всіх ефективних альтернатив −+ )1(m  кри-
теріальної задачі: 

.  max,  )(

,,1  max,    )(

Xxx

mix

D

i

∈→
=→

µ
ϕ

 

Визначення 4.3. Розв'язком багатокритеріальної задачі з нечіткою 
множиною альтернатив називається нечітка множина з функцією 
належності виду: 

{ }mmD PxPxxx ∉∈= 0  ;)()( µµ . 

Таким чином, у випадку багатокритеріальної задачі нечітка мно-
жина розв'язків буде включати у себе ті і тільки ті альтернативи, які 

будуть ефективними як за критеріями mii ,1  , =ϕ , так і за функцією 

належності Dµ  до нечіткої множини альтернатив. Вибір деякої кон-
кретної з них здійснюється за допомогою будь-якого з методів бага-
токритеріальної оптимізації. 
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Задача нечіткої векторної оптимізації. Формально загальна за-
дача нечіткої векторної оптимізації описується наступним чином. 
Нехай на універсальній множині X задана нечітка підмножина аль-

тернатив ]1,0[: →XDµ . На універсальній множині mEY ⊆  число-
вих оцінок наслідків альтернатив із множини X задане нечітке від-
ношення переваги ]1,0[: →×YYRµ . Альтернативи оцінюються не-

чіткими значеннями векторів оцінок Yyyy m ∈= ),...,( 1 , які задають-
ся нечітким відображенням ]1,0[: →×YXϕ .  

При такому нечіткому описі цілі задачі прийняття рішень альтер-
нативи потрібно порівнювати одна з одною за відповідними їм нечі-
ткими множинами значень векторів оцінок y за нечітким відношен-
ням переваги Rµ  ("більш кращим" нечітким оцінкам відповідають 
"більш кращі" альтернативи).  

Таким чином, необхідним етапом в аналізі подібної задачі прийнят-
тя рішень є побудова відношення переваги для порівняння між собою 
нечітких множин на основі нечіткого відношення переваги Rµ . 
Побудова узагальненого відношення переваги. Нехай на універ-

сальній множині оцінок Y задане нечітке відношення переваги з функ-
цією належності ]1,0[: →×YYRµ . Нехай Ψ  клас всіх нечітких підмно-
жин із множини Y, тобто Ψ  – клас всіх функцій належності виду 

]1,0[: →Yµ . Треба побудувати відношення переваги між нечіткими 

множинами класу Ψ , яке є індукованим вихідним відношенням  Rµ .  
Неважко зрозуміти, що задане на множині Y нечітке відношення 

переваги Rµ  можна розглядати як нечітке відображення Ψ→Y . 

Образ будь-якого елементу Yy ∈0  при цьому відображенні є нечітка 

підмножина множини Y із функцією належності ),( 0 yyRµ . Фактич-

но, функція ),( 0 yyRµ  описує нечітку множину елементів Y, зв'яза-

них із 0y  відношенням R, тобто таких Yy∈ , що Ryy0 . 
Нехай ]1,0[: →Yµ  – деяка нечітка підмножина множини Y. Тоді 

за визначенням 1.1 Rµ  є нечітка підмножина Y із функцією належ-

ності виду: { }),(),(minsup),(~ yzzy R
Yz

µµµη
∈

= . 

Побудована таким чином функція η~  описує нечітке відображен-
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ня Ψ→Ψ  і є узагальненням вихідного нечіткого відображення 
Ψ→YR :µ . Неважко зрозуміти і те, що ця функція описує узагаль-

нення R
~

 вихідного відношення переваги R на множину Y×Ψ . Ін-

шими словами, для фіксованої нечіткої множини Ψ∈0µ  функція 

),(~ 0 yµη описує нечітку множину елементів множини Y, зв'язаних з 
0µ  узагальненим відношенням переваги, тобто таких Yy∈ , що 

yR
~0µ . Величина ),(~ 0 yµη , таким чином, є ступінь, із яким нечітка 

множина 0µ  є переважнішою елемента y. Аналогічним чином, оде-

ржуємо, що величина { }),(),(minsup),(~ 0 zyzx R
Yz

µµµη
∈

=  є ступенем 

оберненої переваги 0µ≥y . 
Продовжимо процес узагальнення вихідного нечіткого відношен-

ня переваги R. Розглянемо отриману функцію ),(~ yµη  як нечітке ві-

дображення Ψ→ ~
Y , де Ψ~ клас усіх нечітких підкласів класу Ψ  

(тобто усіх функцій виду ]1,0[→Ψ ), і нехай 0µ  довільний елемент 

Ψ . Тоді за визначенням 1.1 образом 0µ  при нечіткому відображен-

ні η~  є нечіткий підклас класу Ψ  з функцією належності виду: 

{ }),(~),(minsup),( 00 yy
Yy

µηµµµη
∈

= , причому його можна розуміти як 

підклас нечітких підмножин µ  таких, що 0µµ ≥ .  
Іншими словами, функція η  описує узагальнення нечіткого 

відношення переваги R
~

 на множину Ψ×Ψ . Отже, і відповідне 
узагальнення вихідного нечіткого відношення переваги R. Вели-
чина ),( 21 µµη  є ступінь виконання переваги 21 µµ ≥ . Остаточно 
одержуємо такий вираз для функції належності узагальненого від-
ношення переваги: 

{ }{ }
{ }

1 2 1 2

1 2
,

( , ) sup min ( ),sup min ( ), ( , )

sup min ( ), ( ), ( , ) .

R
y Y z Y

R
z y Y

y z y z

y z y z

η µ µ µ µ µ

µ µ µ
∈ ∈

∈

= =

=
 

Аналогічним образом можна прийти до висновку про те, що 
обернена перевага 12 µµ ≥  виконується зі ступенем, рівним вели-
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чині: { }),(),(),(minsup),( 21
,

12 yzzy R
Yyz

µµµµµη
∈

= . 

Отримана функція належності узагальненого відношення пере-
ваги у випадку, коли вихідне відношення переваги є чітким, конк-
ретизується наступним чином: 

{ })(),(minsup),( 21
,,

21 zy

zy
Yyz

µµµµη
≥

∈
= , 

коли R є відношенням нестрогого порядку )(≥  в mE  (доречно нага-

дати, що jjiimm zyjmizyzzyy >∃=∀≥⇔≥ :  ,,1  ,),...,(),...,( 11 ) і 

{ })(),(minsup),( 21
,,

21 zy

zy
Yyz

µµµµη
>

∈
= , коли R є відношенням строгого 

порядку )(>  в mE . 
Приклад  4.2. Нехай Y – числова вісь і R – природний порядок 
)(≥  на Y. Розглянемо дві нечітких підмножини Y : M1, М2, які пока-

зані на рис. 4.1. З отриманих формул маємо: 
{ }  ,4.0)(2),(1minsup)2,1(

,,
==

≥∈
zMyMMM

zyYyz
η  

{ } . 1)(2),(1minsup)1,2(
 ,,

==
≥∈

zMyMMM
yzYyz

η  

Тобто, іншими словами: М1 краща за М2 із ступенем 0.4, М2 
краще за М1 із ступенем 1. Звідси, за бажанням, можна виразити 
відношення строгої переваги й байдужості: М1 байдужа до М2 із 
ступенем 0.4, М2 строго краща за М1 із ступенем 0.6. 
Нечітка множина недомінованих альтернатив. Звернемося те-

пер безпосередньо до розв'яз-
ку задачі нечіткої багатокри-
теріальної оптимізації. Споча-
тку, для простоти викладення 
матеріалу, будемо вважати, 
що множина альтернатив опи-
сана чітко і будемо позначати 
її через Х. Наприкінці розділу 
коротко зупинимося і на зада-
чах із нечіткою множиною 
альтернатив. Для розв'язку 
поставленої задачі побудуємо 
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на множині альтернатив X нечітке відношення переваги, індуковане 
вихідним нечітким відношенням переваги R і нечіткою ціллю, яка 
задана нечітким векторним відображенням ϕ . Після цього виділимо 
у X нечітку підмножину недомінованих альтернатив, яка і буде 
множиною оптимальних за Парето рішень задачі нечіткої багатокри-
теріальної оптимізації.  

Будь-якій альтернативі х* задане нечітке відображення ϕ  ставить 
у відповідність нечітку векторну оцінку цієї альтернативи у формі 

нечіткої підмножини )*,( yxϕ  множини оцінок mEY ⊆ .  

Нехай η~ - нечітке відношення переваги, індуковане нечітким від-
ношенням переваги R на класі Ψ  усіх нечітких підмножин множини 
Y. Користуючись цим відношенням, можна порівнювати одну з ін-
шою нечіткі оцінки альтернатив, а отже і самі альтернативи. Іншими 
словами, ступенем переваги альтернативи Xx ∈1 альтернативі 

Xx ∈2  ми будемо вважати ступінь переваги нечіткої множини оці-

нок ),( 1 yxϕ  нечіткій множині оцінок ),( 2 yxϕ , тобто покладемо 

)),(),,((~),( 2121 yxyxxx ϕϕηη = .  
Таким чином, використовуючи визначення узагальненого нечіт-

кого відношення переваги, одержуємо нечітке відношення переваги 
на множині альтернатив X наступного виду: 

{ }),(),,(),,(minsup),( 21
,

21 yzyxzxxx R
Yyz

µϕϕη
∈

= . 

Після того як і у множині альтернатив уведене нечітке відношен-
ня переваги вихідна задача зводиться до задачі прийняття рішень із 
ціллю, що задана нечітким відношенням переваги (див. §2). Неважко 
переконатися у тому, що коли функція ϕ  має властивість 

Xxyx
Yy

∈∀=
∈

  ,1),(supϕ , тобто коли оцінка будь-якої альтернативи є 

нормальною нечіткою множиною, то нечітке відношення переваги 
η  рефлексивно, тобто 1),(  , =∈∀ xxXx η . 

Виділимо тепер у множині Х нечітку підмножину недомінованих 
(оптимальних за Парето) альтернатив. Відповідно до визначення во-
на буде мати наступний вигляд: 

{ }=−−=
∈

)',(),'(sup1)(~
'

xxxxx
Xx

P ηηη  
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{ }

{ }}.),(),,(),,'(minsup

),(),,(),,'(minsup{sup1

,

,'

zyyxzx

yzyxzx

R
Yyz

R
YyzXx

µϕϕ

µϕϕ

∈

∈∈

−

−=
 

Необхідно відзначити, що коли функція ),( yxϕ є такою, що для 

деякої альтернативи х* має місце нерівність 1)*,(sup <=
∈

αϕ yx
Yy

, то 

значення *)(~ xPη  може не відповідати фактичному ступеню недомі-
нованості цієї альтернативи.  

Для ілюстрації розглянемо крайній випадок, коли 0=α . У вихі-
дній задачі це відповідає тому, що оцінка альтернативи х* є невідо-
мою або невизначеною. У той же час для цієї альтернативи 

1*)(~  i  0*)*,( == xxx Pηη , тобто альтернатива виявляється недоміно-
ваною, причому винятково через відсутність інформації про неї.  

Для того щоб виключити такі аномальні випадки, величину 

*)(~ xPη  необхідно скорегувати. Для цього значення функції )(~ xPη  

потрібно порівнювати з відповідними значеннями ),(sup yx
Yy

ϕ
∈

. 

Спираючись на ці міркування, розв'язком вихідної задачі будемо 

вважати не функцію належності Pη~ , а скореговану функцію виду:  









=
∈

),(sup),(~min)( yxxx
Yy

PP ϕηη . 

 Неважко показати, що для будь-якого х має місце рівність 

),(),(sup xxyx
Yy

ηϕ =
∈

. Тоді остаточно функцію )(xPη можна записати 

у вигляді: { }),(),(~min)( xxxx PP ηηη = . Отримана функція належності 
й описує нечітку множину рішень вихідної задачі, раціональним 

можна вважати вибір )(maxarg* xx P

Xx
η

∈
= . 

Якщо у вихідній задачі множина альтернатив описана нечітко 
(нехай Dµ  – функція належності цієї множини), то вибір альтерна-
тив варто здійснювати з врахуванням двох відношень переваги: 
отриманого вище узагальненого відношення переваги η  й відно-

шення переваги ≥η , що відбиває ступені допустимості альтернатив. 

Це відношення є індукованим функцією належності Dµ  до нечіткої 
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множини альтернатив і визначається наступним чином: 





<
≥

=≥ ).()(,0

),()(,1
),(

yx

yx
yx

DD

DD

µµ
µµ

η  

Тепер, якщо вважати відношення ≥µ  і ≥η  рівноцінними для ОПР, 
їх можна агрегувати в одне відношення переваги, яке визначимо як 
їх перетин { }),(),,(min),( yxyxyx ≥≥≥ = ηµω  і розв'язати задачу на 
чіткій множині альтернатив із ціллю, що задана нечітким відношен-
ням переваги. У випадку, коли відношення ≥µ  і ≥η  не є рівноцінни-
ми для ОПР, все буде складніше.  

Задачі  нечіткої  векторної  оптимізації . У випадку, коли 
відношення переваги R на множині оцінок Y є чітким і це – відно-

шення нестрогого порядку mE  â  )(≥ вибір конкретного розв'язку 
вихідної задачі можна зробити більш конструктивним. Функція на-

лежності )(xPη , що описує нечітку множину розв'язків вихідної за-

дачі конкретизується так: { }),(),(~min)( xxxx PP ηηη = , де 

{ } { }}.),'(),,(minsup),(),,'(minsup{sup1)(~
,,,,'

yxzxyxzxx

yz
Yyz

yz
YyzXx

P ϕϕϕϕη
≥

∈
≥

∈∈
−−=

Доречно нагадати, що: 

jjiimm zyjmizyzzzyyy >∃=∀≥⇔=≥= :  ,,1  ,),...,(),...,( 11 . 

Оскільки величина )(xPη  є ступінь недомінованості альтернати-

ви х, то можна зробити наступний висновок. Якщо αη ≥)(xP , то у 
множині Х немає жодної альтернативи, що домінувала б альтернати-
ву х із ступенем більшим, ніж α−1 . Це зауваження дає можливість 
вибрати конкретний розв'язок зі ступенем недомінованості не мен-
шим за α , як розв'язок звичайної багатокритеріальної задачі:  

 
.),...,(  , ,),(

,,1  max,

1 YyyyXxyx

miy

m

i

∈=∈≥
=→

αϕ
 (3.1) 

Дійсно, нехай *)*,( yx  – розв'язок отриманої багатокритеріальної 
задачі. Припустимо супротивне, тобто, нехай знайдуться 

0  i  ~ >∈ εXx  такі, що: { }−
≥∈

)*,(),,~(minsup
 ,,

yxzx
yzYyz

ϕϕ  

 { } εαϕϕ +−≥−
≥∈

1),~(),*,(minsup
 ,,

yxzx
yzYyz

. (3.2) 
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Виберемо Yy ∈~  так, що εαϕ −≥)~,~( yx  (відсутність такого y~  

означає, що αϕ <
∈

),(sup yx
Yy

 і розв'язку із ступенем недомінованості 

не меншим за α , не існує, тому слід вибрати меншу ступінь). Оскі-
льки *)*,( yx  є розв'язком задачі (3.1), то αϕ ≥*)*,( yx . Звідси 

{ }≥
≥∈

),~(),*,(minsup
 ,,

yxzx
yzYyz

ϕϕ { } { }=−≥ εααϕϕ ,min)~,~(*),*,(min yxyx

,εα −=  але тоді наше припущення є неможливим, оскільки лівий 
доданок у лівій частині (3.2) не перевищує 1. 

Таким чином, будь-який компромісний розв'язок багатокритеріа-
льної задачі (3.1) буде розв'язком вихідної задачі зі ступенем недо-
мінованості не меншим за α . 

У випадку, коли множина альтернатив є нечіткою (нехай Dµ  – 
функція належності цієї множини), отримаємо багатокритеріальну 
задачу з чіткими критеріями і нечіткою множиною альтернатив 

Dµ . Під розв'язком такої задачі будемо розуміти вибір нечіткої 

підмножини µ  множини Dµ , якій відповідають найбільші значен-

ня як функцій miyi ,1  , = , так і функції належності Dµ  нечіткої 
множини альтернатив.  

Нехай )(αmP  – множина всіх ефективних альтернатив −+ )1(m  
критеріальної задачі:  

 
1

( )  max,   max,  1, ,

( , ) ,  ,   ( ,..., ) .
D i

m

x y i m

x y x X y y y Y

µ
φ α

→ → =
≥ ∈ = ∈

 

Тоді розв'язком задачі нечіткої векторної оптимізації з нечіткою мно-
жиною альтернатив зі ступенем недомінованості альтернатив, не мен-
шим за α , називається нечітка множина з функцією належності виду: 
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Таким чином, нечітка множина рішень вихідної задачі буде 
включати у себе ті й тільки ті альтернативи зі ступенем 
недомінованості не меншим за α , які будуть ефективними як за 

числовими оцінками альтернатив miyi ,1  , = , так і за функцією 

належності Dµ  нечіткої множини альтернатив. Вибір деякої 
конкретної з них альтернативи здійснюється за допомогою методів 
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багатокритеріальної оптимізації (див. Розділ 4). 
 

Контрольні завдання до  §3 
 

1. Розв’язати методом ідеальної точки (S=1) наступну задачу 
прийняття рішень в умовах нечіткої інформації: 

2
212,121 )1(1)(  ],1,0[  max, −+−=∈→+ xxxxxx µ . 

2. Розв’язати методом ідеальної точки (S=∞) наступну задачу 
прийняття рішень в умовах нечіткої інформації: 

2
212,1

3
2

3
1 )1(1)(  ],1,0[  max,)1()1( −+−=∈→−+− xxxxxx µ . 

3. Розв’язати методом послідовних поступок (три кроки) наступ-
ну задачу прийняття рішень в умовах нечіткої інформації:  

2
212,1211 )1(1)(  ],1,0[  max,  max, −+−=∈→+→ xxxxxxx µ . 

4. Розв’язати (зробити дві ітерації) методом послідовного уводу 
обмежень (варіант 2) наступну задачу прийняття рішень в умовах 
нечіткої інформації:  

.)1(1)(  ],1,0[  max,)1(2)1( 2
212,1

3
2

3
1 −+−=∈→−+− xxxxxx µ  

5.Розв’язати  (зробити дві ітерації) методом послідовного уводу 
обмежень (варіант 3)  наступну задачу прийняття рішень в умовах 
нечіткої інформації:  

.)1(1)(  ],1,0[  max,)1()1(2 2
212,1

3
2

3
1 −+−=∈→−+− xxxxxx µ  

 
Питання для самоперевірки до розділу 7 

 
1. Що таке універсальна множина альтернатив? 
2. Дайте визначення множини рівня нечіткої множини. 
3. Дайте визначення нечіткого відображення чіткої множини. 
4. Дайте визначення нечіткого відношення Парето. 
5. Що таке множина максимальних недомінованих альтернатив? 
6. Яка основна ідея розв’язку ігор з нечіткою цільовою множи-

ною стратерій.  
7. Дайте визначення нечіткої рівноваги Неша.  
8. У чому полягає підхід Белмана – Лотфі-Заде. 
9. У чому полягає підхід С.О. Орловського до багатокритеріаль-

них задач з нечіткою множиною альтернатив? 
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