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РОЗДІЛ 2 
МЕТОД КРОТОВА 

 
МЕТОД ФУНКЦІЙ КРОТОВА В ЗАДАЧАХ ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ. 

 

1. Постановка задачі оптимального керування. Нехай 
nRX   – 

фазовий простір, 
rRU   – простір керувань, ],[ 0 TtUXV  . 

Перетин V  площиною tt   будемо позначати )(tV , проекцію )(tV  на X  

через )(tVX . Розглянемо систему диференціальних рівнянь 

),,( tuxf
dt

dx
 , (1) 

де )(tu  – кусково-неперевна вектор функція з U , Xtx )( , )t,u,x(f –

вектор функція розмірності n , неперервна за сукупністю змінних разом з 

частинними похідними за x  та u . Множину пар 

],[),())(),(( 0 TtttVtutxv  , для яких існує інтеграл 


T

t

dttuxf

0

),,(0  

і які задовільняють (1), будемо називати допустимим класом і позначати D . 

Нехай на D  заданий функціонал 

),(),,(),( 100

0

xxdttuxfuxI

T

t

  . (2) 

Тут )x,x( 10 -неперервна функція, точки )(),( 100 Txxtxx   є 

нефіксованими. Задача оптимального керування системою (1) з функціоналом 

(2) полягає в тому, щоб знайти послідовність }{ sv , Dsusxsv  ),( , 

таку, що 

IsvI
D

inf)(  , s . (3) 

Задача 14. Якому функціональному класу буде належати )t(x , що є 

інтегральною кривою системи (1) при вказаних вище умовах на праву частину 
(1) та функцію керування ? 

2. Основні теореми. Нехай ),( tx  неперервно-диференційована 

скалярна функція за винятком, можливо, скінченної кількості точок 

  ],[, 0 TtXtx  . Розглянемо функцію Гамільтона 

)t,u,x(f)t,u,x(fpt,p,u,xH 0

T  , (4) 

де 
T

nppp ),...,( 1 . Введемо функції 
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t
)t,grad,u,x(H)t,u,x(R x







 , (5) 

),(),(),(),( 0011010 txTxxxxxG   . (6) 

Позначимо 

),,(
)(),(

sup)( tuxR
tVux

t


 , 
     

),(inf 10
, 010

xxGm
TVtVxx xx 

 . (7) 

Тут )
x

,...,
x

(grad
n1

T

x










 , )(tV

x
 – проекція множини )(tV  на 

множину X . Відносно   будемо також припускати, що )t,u,x(R  визначена 

і неперервна, а )t(  – кусково неперервна, ],[ 0 Ttt . Такий клас функцій 

  позначимо  . 

Зауваження. Якщо )(tV  – компакти, кусково неперервні за Хаусдорфом, 

)t,u,x(f  – неперервна за сукупністю змінних, то функція )t(  буде кусково 

неперервною. 
Задача 15. Довести зауваження. 

 

Теорема 1. Нехай існує функція   і послідовність D}v{ s  , 

,...2,1s),u,x(v sss  , така, що 

dt)t(dt)t,u,x(R

T

t

T

t

ss

00

   , s , (8) 

m)x,x(G s1s0 , s . (9) 

Тоді ця послідовність мінімізує функціонал I  на D . І навпаки, будь-яка 

послідовність, що мінімізує I  на D , задовольняє умовам (8), (9). 
Доведення. Позначимо 



T

t

dttuxRxxGvL

0

),,(),()( 10 , 

T

t

dttml

0

)( .  

Для всіх Dv має місце нерівність l)v(L  , але )v(I)v(L  ,  , 

Dv . Дійсно. Нехай Dtutx ))(),(( . Тоді 





 ),,(),,(),(

),(
),,( 0 tuxftuxftxxgrad

t

tx
tuxR T


 

),,()),((),,(),( 00 tuxfttx
dt

d
tuxfxtxxgrad

t

T 






 . 

Звідси 
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 
T

t

T

t

dttuxfdtttx
dt

d
xxGvL

00

),,()),((),()( 0100 

)(),,(),(

0

010 vIdttuxfxx

T

t

   

Оскільки l)sv(L  , s , то 
D

Iinfl  .  

Доведемо останнє речення теореми. Припустимо, що sv  - послідовність, 

що мінімізує I  на D , l)v(Llim
s

S 


, але одна з умов (8), (9) не 

виконується. Тоді знайдеться 0 , таке, що 

)x,x(G s1s0  m  або   
T

t

T

t

SS dttdttuxR

00

)(),,( , ,...2,1s  , 

або ці нерівності виконуються одночасно. Але тоді  l)v(L S , що 

суперечить умові 



S
S l)v(L . Теорему доведено. 

Зауваження. Умова (8) буде виконуватись, якщо  N)t,u,x(R SS  

при всіх ],[ 0 Ttt , ,...2,1s   і ),(),,( ttuxR SS   ],[
0

Ttt  (  – 

міра Лебега). Дійсно, за означенням  : })t(sup,Nmax{R  , 

]T,t[t 0 . За теоремою Лебега про граничний перехід під знаком інтеграла 

виконується (8). 

Означення. Елемент Dv ,такий, що Iinf)v(I
D

  називається 

мінімаллю (оптимальним елементом) на D . 

Підставивши в доведенні теореми 1 послідовність вигляду )t(x)t(xS  , 

)t(u)t(uS   отримаємо наступне твердження. 

Теорема 2. Нехай функція   і D))t(u),t(x(v   задовольняють 

умовам 

)t()t),t(u),t(x(R   майже скрізь, ]T,t[t 0 , (10) 

m)x,x(G 10  . (11) 

Тоді v  є мінімаль функціоналу I  на D . І навпаки, будь-яка мінімаль 

функціоналу I  задовольняє умовам (10), (11). 
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Означення. Функція )t,x(  в теоремах 1, 2 називається функцією 

Кротова. 

Якщо )t,x(  є функцією Кротова і )t(  – довільна абсолютно 

неперервна на ],[ 0 Ttt  функція, то з умов теорем 1, 2 випливає, що 

функція )t,x(1 = )t,x( + )t(  є функцією Кротова. 

3. Метод Кротова для задачі оптимального керування з фіксованим 

лівим кінцем. Припустимо, що в задачі (1)-(3) точка 0x  є фіксованою. 

Позначимо  

)x,x( 10 = )x( 1 , )x,T()x()x(G 111  , 

)x(G
)T(Vx

infm 1

x
1


 .  

У цьому випадку, як легко переконатись, теореми 1, 2 залишаються 
справедливими. 

Приклад. Розглянемо задачу оптимального керування: мінімізувати 
функціонал 

2

1

2

0

)()( xdssuuI

T

t

   

при умовах 

u
dt

dx
 , 00 x)t(x  , 

1Rx , 
1Ru .  

Застосуємо для розв’язування цієї задачі метод функцій Кротова. 
Використавши позначення до теорем 1, 2, маємо 

tx
uu)t,u,x(R 2












, 
2

111 x)T,x()x(G  . 

За теоремою 2 

0
x

u2
u

R









 
, 0

txx
u

x

R 2

2

2














 
, 

0x2
x

)T,x(

x

G
1

1

1

1









 
. 

Виберемо функцію Кротова у вигляді 
2x)t(c)t,x(  , де )t(c -

неперервно диференційована функція. Тоді оптимальне керування 

)t(x)t(c)t(u0   і 0x)t(cx)t(c2   при умові 1)T(c  . Звідси 

1Tt

1
)t(c


  і )t(u0

1Tt

)t(x


. 

Задача 16. За методом Кротова розв’язати задачу оптимального керування 
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u
min)T(xds)s(u)u(I 2

T

0

2    

при умовах 

)t(bu)t(a
dt

dx
 , 0x)0(x  ,  

де 
1Rx , 

1Ru , )t(b),t(a -задані неперервні функції. 

Між функцією Кротова і функцією Беллмана існує безпосередній зв’язок. 

Так, у формулюванні теорем 1, 2 візьмемо замість функції )t,x(  функцію 

)t,x(1 = )t,x( + )t( , де md)()t(

t

T

   . Позначимо  

t
)t,grad,u,x(H)t,u,x(R 1

1x1






 = )t()t,u,x(R  , 

m)x(G)T,x()x()x(G 111111   . 

Оскільки  

0)t,u,x(R
)t(V)u,x(

sup 1 


, 0)x(G
)T(Vx

inf 11

x
1




, 

то , без обмеження загальності, у теоремах 1, 2 для випадку динамічних 

систем з фіксованим лівим кінцем можемо прийняти 0)t(  , 0m  . 

Враховуючи це зауваження, з теорем 1, 2 отримаємо 

0
),(

),,(),,(),(),,( 0 





t

tx
tuxftuxftxgradtuxR T

x


 , (12) 

0)T,x()x()x(G   ,  (13) 

де   Vt,u,x  . При цьому нерівності (12), (13) перетворюються у рівності 

а) в граничному переході s  при )t(xx S , )t(uu S  (див. теорему 

1), б) при )t(xx  , )t(uu   (згідно теореми 2). Позначимо 

),(),( txtxa  . Тоді з співвідношень (12), (13) еквівалентні 

0
),(

),,(),,(),( 0 





t

txa
tuxftuxftxagradT

x , (14) 

0),()()(  TxaxxG . (15) 

Отже, функція Кротова є функцією Беллмана )t,x(b  (з точністю до знаку), 

так як диференціальне рівняння Беллмана  
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  0)t,u,x(f)t,u,x(f)t,x(bgradmin
t

)t,x(b
0

T

x
u





, 

)x()T,x(b  , 

є частинним випадком (14), (15) [2]. 
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ЗАСТОСУВАННЯ ФУНКЦІЙ КРОТОВА ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ 
 

1. Задача з лінійністю. Розглянемо задачу оптимального керування, яка 
полягає в мінімізації функціоналу  

 

T

dtutxqtxpI
0

00 )),(),((  (1) 

на розв’язках рівняння 

utxqtxp
dt

dx
),(),(   (2) 

Тут )(tx , )(tu - скалярні функції,  Tt ,0 , 0)0( xx  , 1)( xTx  , 

),(),,(),,(),,( 00 txqtxptxqtxp  - задані неперервні функції, 0),( txq . 

Особливістю задачі (1), (2) є лінійна залежність від керування правої 

частини рівняння (2) та підінтегральної функції в (1). Застосуємо метод 

функцій Кротова для розв’язування задачі (1), (2). Запишемо функцію R  

utxqtxputxqtxp
xt

tuxR ),(),()),(),((),,( 00 











 (3). 

Тут ),( tx  - функція Котова. Потрібно підібрати   таким чином, щоб 

процес  )(),( ** tutx , що максимізує співвідношення (3), був оптимальним. 

Задамо функцію Кротова так, щоб функція ),,( tuxR  не залежала від u . З (3) 

видно, що це означає рівність нулю коефіцієнта при u  в (3). Тобто, 
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0),(),( 0 



txqtxq

x


 (4)  

Тоді ),(),,( txRtuxR  . Для кожного t  знайдемо ),(max txR
x

 і 

отримаємо деяку траєкторію )(* tx . Якщо ця траєкторія задовольняє умовам 

на правому та лівому кінцях, а саме ,)( 1* xTx   0* )0( xx  , то вона є згідно 

принципу Кротова оптимальною. Тоді з (2) знаходимо оптимальне керування  

)),((

)),((
)(

)(
*

*
*

*
ttxq

ttxp
dt

tdx

tu



 . (5) 

Знайдемо з умови (4) 

),(

),(0

txq

txq

x





 

Звідси  

)(
),(

),(
),(

0

0 tcd
tq

tq
tx

x

x

  



   (6) 

де 0x – довільне число, )(tc  - довільна функція. З (6) випливає  

)(')
),(

),(
(

),(

0

0 tcd
tq

tq

tt

tx
x

x










 




 (7) 

Підставляємо (7) в (3) і отримаємо  

)(')
),(

),(
(

),(

),(),(),(),(
),(

0

000 tcd
tq

tq

ttxq

txqtxptxptxq
txR

x

x








  





 (8) 

Оскільки значення )(* tx  , що максимізує функцію ),( txR  не залежить від 

)(' tc  , то можемо покласти 0)( tc . Необхідною умовою максимуму функції 

),( txR  за змінною x  є 0




x

R
 при )(* txx  , таким чином з (8) випливає 

.0
),(

),(

),(

),(),(),(),( 000 



















 





txq

txq

ttxq

txqtxptxptxq

x
 (9) 

Рівність (9) можна використати для знаходження )(* tx . Припустимо, що 

ця траєкторія знайдена (рис. 1). 
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В загальному випадку траєкторія )(* tx  не є допустимою, тобто не 

задовольняє умовам на лівому і правому краях. Тоді потрібно побудувати 
мінімізуючи послідовність. Для цього розглянемо довільну послідовність 

моментів часу Tss  ',0   (рис. 2) 
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З’єднаємо початкову точку 0x  прямою 1l  з точкою )( 1* x , точку 0x  з 

точкою )( 2* x  – прямою 2l  і т. д. Те ж саме здійснюємо з кінцевою точкою 

1x  , з’єднавши її прямою '1l  з точкою )'( 1* x , прямою '2l  - з точкою 

)'( 2* x  і т. д. Таким чином, отримаємо послідовність кривих )(ˆ txs  , які 

мають наступний вигляд 

 
 

   

 
















.,,

,,,

,,0,

ˆ
*

Ttl

ttx

tl

tx

ss

ss

ss

s







 

Прямі sl  і 'sl  задаються рівняннями 

t
xx

xx
s

s



 0*

0

)( 
 , 

)(
'

)'( 1*

1 Tt
xx

xx
s

s 






. 

Отриману криву )(ˆ txs  розглянемо як траєкторію рівняння (2). Керування 

)(ˆ tus , що реалізує траєкторію )(ˆ txs  знайдемо з (5). Таким чином, отримуємо 

послідовність  )(ˆ),(ˆ tutx ss , причому )(ˆ txs  є допустимим процесом. 

Побудована послідовність є мінімізуючою і, тому, є розв’язком задачі (1), (2). 
Справді 

 

TT

ss

T

s dtttxRdtttxRdtttxRdtttxRdtttxR

s

s

s

s

0

*

'

'

*

00

)),(()),(ˆ()),(()),(ˆ()),(ˆ(








 при s  

Це випливає з того, що Tss  ',0   при s . Отже, розв’язок 

цієї задачі обґрунтовується принципом оптимальності Кротова. 
2. Приклад. Знайдемо динамічне рівняння 

xux
dt

dx
  

при умовах 

0)0( xx  , 1)( xTx  . 

Необхідно мінімізувати функціонал 

 

T

dtutxxtI
0

2 ))1()1(( . 
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Запишемо функцію R  для цієї задачі  

)1()1()(),,( 2 utxxtxux
xt

tuxR 











,  

де   - функція Кротова. Повторюючи хід розв’язування задачі (1), (2), 

вибираємо ),,( tuxR  так, щоб вона не залежала від u , тобто  

0



txx

x


 . 

Звідси  

)(),(

0

tctdtx

x

x

   . 

 Далі 0)( tc  і отримуємо )(),( 0xxttx  . Таким чином,  

0xx
t





, t

x





 

і при 00 x  маємо 

)1()1(),( 22  txxtxxttxxtxR . 

Знаходимо 0)1(21 



tx

x

R
 і звідси 

)1(2

1
)(*




t
tx .  

У даному випадку функція ),( txR  досягає максимуму, так як  

0
2

2





t

x

R
, 0t .  

З того, що 
x

x
dt

dx

u



  отримуємо 
1

)(*



t

t
tu  .  

Пара  

  











1
,

)1(2

1
)(),( **

t

t

t
tutx   

є оптимальним розв’язком лише у тому випадку, якщо 0*
2

1
)0( xx  , 

1*
)1(2

1
)( x

T
Tx 


 . Якщо ж це не виконується, то будуємо послідовність 

Tss  ',0    при s   
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 
 

 

 

 
  

 































,,,
12

121

,,,
)1(1

1

,,0,
12

121

)(ˆ

1
1

0
0

Tt
T

x
x

t
t

t
x

x

tx

ss

s

ss

s

ss

s

s













 

1
)(

)(
)(ˆ

0





tax

a
tu

s

s
s




, 

1

21
)( 0






s

s
s

x
a




   

і послідовність  )(ˆ),(ˆ tutx ss  є мінімізуючою. 

Задача 17. Розв’язати наступну задачу оптимального керування 
методом Кротова  

min)8)1(8(
0

22  
T

dtutxxtI  

при умовах xux
dt

dx
 2 , 3)0( x , 8)4( x ,  4,0t . 

3. Приклад ковзного режиму. Розглянемо задачу оптимального керування: 
мінімізувати функціонал 


T

t

dttuxfI

0

),,(0  

при умовах ux  , 00 x)t(x  , 1x)T(x   - задані точки, 

u)t,x(h)t,u,x(g)t,u,x(f 000  , )t,u,x(g  - функція, обмежена по u  

при будь-яких фіксованих x  та t . 

Маємо : 

)t,u,x(gu)t,x(h
xt

)t,u,x(R 00 




















. 

Функцію   шукаємо з рівності  

)t,x(h
x

0



. 

Тоді )t(c

x

p
d)t,(h)t,x( 0     і )t(cd

x

p t

)t,(h

dt

d 0 



  


. 

Вибираємо 0c  . Звідси 
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


d

x

p t

)t,(h
)t,u,x(gR 0

0  


 . 

Нехай існує пара ))t(u),t(x(  така, що )t()t,u,x(R   де )t(u  - 

кусково-неперервна, )t(x  - кусково-гладка. Задамо ціле 0s   і поставимо 

йому у відповідність пару функцій )t(u),t(x SS , яка будується так: 

1) Проводиться розбиття відрізка ],[ 10 Tt , Tt S210    , 

яке містить всі точки розриву похідної )s(x . 

2) На кожному проміжку   1s,,2,1p,p,p 1    функція )t(xS  

задається формулою 

 


























10001

1

1
0

00

 при,))(()()()(

 при),)(()(

)(
ptppppupxpx

pp

pt
px

ptpptpupx

txS 







, 

де  
p1p21pp

s

1
   . 

3) На проміжку ),[ 10 t  та ],[ TS  

,tt),tt(
t

x(x
x)t(x 10

01

01

0S

)










 0 при  

.Tt),Tt(
T

x(x
x)t(x 1

S

1S

1S

)





 S при




  

Керування )()( txtuS
 . Графічно функція )(tx

S
 зображена на рисунку 

3. 
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Рис. 3. 
 
Нехай  

0)T,,,,tmax( S1SS1201S     .  

Очевидно, )t(xm)t(xS  , ],[
0

Ttt , D))t(u),t(x( SS  . Крім 

цього, )t(um)t(uS  , в силу побудови послідовності )(tx
S

. Тому  

)()),(),(()),(),(( tttutxRmttutxR SS  . 

Рівномірна обмеженість функції R  випливає з конструкції )t(xS  та 

обмеженості 0g  по u . Тому за теоремою 2 послідовність ))t(u),t(x( SS  є 

мінімізуючою, )t(xS  сходиться до )t(x . Але )t(x)t(u SS
  не сходиться 

до )t(x , )t(x)t(u  . При цьому в околах інтервалів, де )t(xS
  є близькою 

до )t(u , при s , мають місце імпульси. Таке явище називається 

ковзним режимом. 
 
Література.  
1. Кротов В.Ф., Гурман В.И. Методы и задачи оптимального управления. -

М.: Наука, 1973. -446с. 
2. Основы теории оптимального управления /под ред. Кротова В.Ф. М: 

“Высшая школа”, 1990. – 430 с. 
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РОЗДІЛ 3 
ПРОБЛЕМИ СТАБІЛІЗАЦІЇ СИСТЕМ КЕРУВАННЯ 

 
СТАБІЛІЗАЦІЯ СИСТЕМ КЕРУВАННЯ НА ОСНОВІ ТЕОРІЇ СТІЙКОСТІ 

 
1. Постановка задачі. Розглянемо систему виду 

),,( tuxg
dt

dx
 , (1) 

де x  – n - вимірний вектор фазових координат,  u  – m - вимірний 

вектор керування, ),,( tuxg - вектор-функція розмірності n , що є 

неперервною за сукупністю змінних. Припустимо, що задано режим )(ˆ tx  

0tt  , який називається програмним і задано початкові умови )(ˆ)( 00 txtx  . 

Програмний режим реалізується системою (1) при керуванні )(ˆ tu , тобто 

)),(ˆ),(ˆ(
)(ˆ

ttutxg
dx

txd
 , )(ˆ)( 00 txtx  .  

Керування )(ˆ tu  називається програмним. Нехай  в початковий момент 

0tt   вектор стану системи (1) отримує деяке збурення  

)()(ˆ)( 00 txtxtx o  . 

Подамо для збуреного руху вектор стану системи у вигляді 

)()(ˆ)( txtxtx  . 

Тоді )),(ˆ),(ˆ()),(ˆ),()(ˆ(
)(

ttutxgttutxtxg
dt

txd



. Перепишемо 

останнє співвідношення у вигляді  

)),(ˆ),((
)(

ttutx
dt

txd



 , (2) 

де )),(ˆ),(ˆ()),(ˆ),()(ˆ()),(ˆ),(( ttutxgttutxtxgttutx  . Стійкість 

за Ляпуновим програмного руху системи (1) еквівалентна стійкості нульового 

розв’язку 0)(  tx  системи (2). Візьмемо додаткове керування 

)),(()(ˆ)( ttxututu  . Позначимо 

)),),(()(ˆ),(()),),((),(( tttxututxtttxutxf   . 

Задача стабілізації програмного режиму полягає у тому, щоб нульовий 
розв’язок системи 

)),(),(( ttutxf
dt

xd



 (3) 
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був стійким (асимптотично стійким) за Ляпуновим.  
2. Стабілізація стаціонарних систем. Припустимо, що система (3) є 

лінійна, тобто  

)),(()()()(
)(

ttxutBtxtA
dt

txd



. (4) 

Тут )(tA  – nn - неперервна матриця, )(tB – mn - неперервна 

матриця. Для зручності зробимо перепозначення  )()( tytx  , 

)),(()),(( ttyvttxu  . Тоді система (4) має вигляд  

)),(()()()(
)(

ttyvtBtytA
dt

tdy
 . (5)  

Припустимо, що матриця AtA )( , BtB )( , тобто, ці матриці є 

постійні. Задача стабілізації програмного руху може розглядатись в даному 

випадку як задача побудови матриці C  розмірності nm , такої, що 

Cytyv ),( . Тоді система (5) матиме вигляд 

yBCA
dt

tdy
)(

)(
 . (6) 

Запишемо для (6) характеристичний многочлен   

)det()( IBCAp     

і характеристичне рівняння 0)( p , корені цього рівняння i , 

ni ,...,2,1 . Тому елементи матриці C  потрібно вибрати з умови 

0)(Re Ci , ni ,...,2,1 . Це забезпечить асимптотичну стійкість системи 

(6). Якщо  

nn

nn ppppp  

  1

1

10 ...)( , 00 p ,  

то будують матрицю Гурвіца  

























 nnnn pppp

ppp

ppp

pp

CG











322212

345

123

01

0

0

00

)( , 0ip , ni  . 

Критерій Гурвіца полягає у тому, що корені характеристичного рівняння 

0)(Re Ci ,  ni ,...,2,1 , тоді і тільки тоді,  коли головні мінори )(Ci  

матриці )(CG  є додатними, ni ,...,2,1 . Таким чином, щоб побудувати 

регулятор, що розв’язує задачу стабілізації, потрібно побудувати матрицю 
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Гурвіца )(CG  і підібрати елементи матриці C  так, щоб 0)(  Ci , 

ni ,...,2,1 . 

Приклад. Розглянемо лінійне диференціальне рівняння 3-го порядку 

uyyyy  232 . (7)  

Побудуємо регулятор u , який доставляє асимптотичну стійкість нульовому 

розв’язку цього рівняння. Регулятор виберемо у вигляді  

cyybyau  . (8) 

Тоді з (7) отримаємо  

0)2()3()2(  ycybyay . (9) 

Запишемо для (9) матрицю Гурвіца  

























)2(00

)2()3()2(

01)2(

),,(

c

abc

a

cbaG . 

Підберемо параметри cba ,,  згідно критерію Гурвіца так, щоб  

0)2(1  a , 0
3)2(

1)2(
2 






bc

a
, 0),,(det cbaG . 

Отже, 2a ,  0)2(23  c . Тому вибираємо 2c .  Мінор  

0)2()3)(2(2  cba ,  

якщо 
a

c
b






2

2
3  при  умові, що 2a . Тому 3

2

2







a

c
b . Отже 

отримали наступні умови  

2a , 3
2

2







a

c
b , 2c . 

Наприклад, можемо взяти 3a , 1b , 3c . Таким чином, 

регулятор (8) має вигляд 

yyyu 33  . 

Слід зауважити, що при 0u  нульовий розв’язок (7) не є стійким. 

Справді, характеристичний многочлен (7) має вигляд  

0232 23    

і 1  є коренем характеристичного рівняння. 

Задача 19. Побудувати регулятор для рівняння uyyyy  526 . 

Припустимо, що в системі (5) AtA )( , 
nRbtB )(  і функція 

керування v  є скалярною. Має місце наступна теорема. 
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Теорема 1. Якщо 0),...,,det( 1  bAAbb n
, то існує функція керування 

ycu T , 
nRc  при якому система ybcA

dt

dy T )(   має наперед задані 

корені характеристичного рівняння. 
3. Стабілізація на основі прямого методу Ляпунова. Розглянемо систему з 

керуванням  

utxGtxF
dt

dx
),(),(  . (10) 

Тут 
nRx  - вектор фазових координат, ),( txF  - n - вимірна вектор-

функція, ),( txG  - mn  матриця з неперервними компонентами, u  - m - 

вимірний вектор керування, nm  . Керування u  вибирається у класі з 

оберненим зв’язком, 0),0( tF , 0),0(* tu , 0t . 

Згідно з прямим методом Ляпунова, будь-яке керування *u  з оберненим 

зв’язком, яке задовольняє умові 

),()),(*),(),()(,(
),(

txWtxutxGtxFtxVgrad
t

txV T

x 



 (11) 

є стабілізуючим законом керування. Тут ),( txV , ),( txW - 

додатновизначені функції, при цьому ),( txV  допускає нескінченно малу вищу 

границю. Отже, в рамках метода функції Ляпунова розв’язок задачі стабілізації 
зводиться до побудови множини керувань з оберненим зв’язком, що 
забезпечують виконання співвідношення (11). Таким чином, 

),(*)],(),([ txutxVgradtxG T

x

T
 

),(),(
),(

),( txFtxVgrad
t

txV
txW T

x



 . (12) 

Подамо функцію керування у вигляді  

),(),(),( 21 txutxutxu  . (13) 

Керування ),(2 txu  подамо наступним способом 

),(),(),(),(2 txVgradtxGtxPtxu x

T . (14) 

Тут матриця ),( txP  є довільна антисиметрична, тобто, PPT  . Таким 

чином, 

0),(),(),( 2 txutxVgradtxG x

T
. 

Керування ),(1 txu  вибирається у вигляді  

x

V
txGtxu T




 ),(),(1  ,  (15) 
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де ),( tx - скалярна функція, яку потрібно визначити. Підставимо (13)-(16) 

у (13). Отримуємо 

2

),(

),(),(
),(

),(

),(

x

V
txG

txFtxVgrad
t

txV
txW

tx
T

T

x











 . (16) 

Отже, отримали стабілізуюче керування у формі (13). 
4. Приклад. Розглянемо задачу про гасіння кутових швидкостей твердого 

тіла. Математична модель має вигляд системи диференціальних рівнянь 

uJJJ
dt

d 11 )(   


 (17) 

де 
T),,( 321    - вектор кутових швидкостей, J - тензор інерції, 

який є додатно визначеною симетричною матрицею розмірності 33 ,  - знак 

векторного добутку, 
Tuuuu ),,( 321  - вектор керування (вектор моментів). 

Функцію Ляпунова виберемо у вигляді 
2

)(  JV  . Похідна 

JJgradV T2 . Тоді керування 1u , 2u  згідно (14), (15) вибирається у 

вигляді 

Ju 21  ,  JtPu ),(2   

і стабілізуюче керування  

 JItPuutu )),((2),( 321  . (18) 

Тут 3I - одинична матриця розмірності 33 , 0  - довільна константа,  





















0

0

0

),(

2313

2312

1312

pp

pp

pp

tP  , 

а ),( tpp ijij   - довільні функції, 3,2,1, ji . 

Покажемо, що згідно (12) можна підібрати функцію )(W , яка є 

додатновизначеною. Справді, з (2) випливає, що  

  ))),((2)(()( 1

3

11  JtPIJJJVgradW T
 

 11211 ),(4)(4)(2   JtPJJJJ TTT
. 

Доданок 0),(4 11   JtPJT
, так як матриця P  є кососиметрична. 

Тоді 
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 JJJItPJJJJJJJW TTTTTT 4))),(((42)( 3

11  

. 
Тут були використані наступні співвідношення 

0)()(1   JJJJJJ TTT
, 

0),(  JtPJ TT
. 

Таким чином, функція  JJW TT4)(   є додатновизначена і 

регулятор (18) забезпечує асимптотичну стійкість нульового розв’язку системи 
(17). 

 
Література. 
1. Бублик Б.Н., Кириченко Н.Д. Основы теории управления. К.: Вища школа, 

1975.– 328с. 
2. Фурасов В.Д. Устойчивость движения, оценки и стабилизация. М.: Наука, 

1977.– 248с. 
3. Кунцевич В.М., Лычак М.М. Синтез систем автоматического управления с 

помощью функций Ляпунова. М.: Наука, 1977.– 400с. 
 

ОПТИМАЛЬНА СТАБІЛІЗАЦІЯ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ 

 
1. Приклад. У попередній лекції розглядалась система диференційних 

рівнянь 

  uJjJ
dt

d 11   


, (1) 

яка описує динаміку обертового руху твердого тіла навколо центру мас. Тут 
3R - вектор кутових швидкостей, 

3Ru - вектор моментів, 
33RJ - 

тензор інерції, який є додатновизначеною симетричною матрицею,   - знак 

векторного добутку, 0t . Було показано, що регулятор  

   JItPtu 3),(2),(   (2) 

забезпечує асимптотичну стійкість незбуреного руху 0)( t . Тут 

33),( RtP  - антисиметрична матриця, 
3

3 RI  - одинична матриця. 

Функція Ляпунова має вигляд 

  2
 JV  . (3) 

Але функцію Ляпунова можна будувати по різному, головне, щоб 
виконувались теореми про стійкість. Виберемо функцію Ляпунова у вигляді  

   JV  . (4) 

Ця функція є додатновизначеною. Градієнт  

 





J

J
JgradV T .  
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Тоді, застосовуючи підхід попередньої лекції, отримаємо  

   










J

J

J

J
JJtu TT

 1

1 , , 0 .  

   










J

J
tP

J

J
JJtPtu TT

),(),(, 1

2  
.  

Тоді регулятор має вигляд 

 





J

J
ItPtu 3),(),(  . (5) 

Підберемо функцію  tW ,  у вигляді 

     uJjJVgradtW T 11 )(,   

    












































J

J
tPIJ

J

J
JJJ

J

J
J

T

T

T

T ),()( 3

11

 

 













J

J
tPI

J

J

J

JJ TT

),(
)()(

3 


. 

Оскільки 0)(   JJ T
, то  

  
22

),()()(
,










J

JtPJ

J

JJ
tW

TT

 . 

Врахуємо, що ),(),( tPtP T   . Тоді .0),()(  JtPJ T
 Тому 

    0,   WtW .  

Отже, регулятор (5) забезпечує стійкість нульового розв’язку. В лекції 4 

було показано, що керування (5) при 0P , 1  є розв’язком задачі 

оптимальної швидкості при переводі системи з довільної точки в точку нуль. 
При цьому функція Ляпунова (4) співпадає з функцією Беллмана. Таким чином, 
між задачами стабілізації та оптимального керування існує певний зв’язок, що 
розкривається через постановку задачі оптимальної стабілізації. При цьому 
функція Беллмана може виступати як функція Ляпунова, забезпечуючи стійкий 
режим для оптимальної траєкторії. 

2. Постановка задачі оптимальної стабілізації. Нехай система 
диференціальних рівнянь  

 tuxf
dt

dx
,, , (6) 
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описує динаміку збуреного руху,   0),,0(, ttuxf . Тут 
nRx , 

rRu - вектор керування, ),,( tuxf  – n -вимірна вектор-функція. На 

розв’язках системи (6) розглядається функціонал  

.),,()(

0





t

dttuxuJ   (7) 

Тут функція ),,( tux  має бути інтегрованою на розв’язках системи (6). 

Задача про оптимальну стабілізацію полягає у наступному: 

1). Знайти керування ),( txu , що забезпечує асимптотичну стійкість 

нульового розв’язку системи (6). 

2). Яке б не було інше керування ),(
^

txu , що розв’язує задачу 1), 

виконується нерівність )()(
^

uJuJ   , для всіх початкових умов ,)( 00 xtx   

Rx 0 .  

Функція u  називається у цьому випадку оптимальним керуванням. 

Позначимо )(tx  - розв’язок системи (6) при ),( txuu  . Запишемо деяку 

функцію  

  ),,(),,(),(,,, tuxtuxftxVgrad
t

V
tuxVb T

x 



 , 

де  txV ,  - функція Ляпунова, яка є додатновизначена. Зрозуміло, що 

якщо   0,,, tuxVb  при деякому виборі функції V  та u  , то повна похідна 

у силу системи  

 tux
dt

dV
,,  . 

Основною теоремою про оптимальну стабілізацію є теорема Красовського 
Н.Н. , яка полягає у наступному. 

Теорема 1 (Красовського Н.Н.). Якщо для системи диференціальних 

рівнянь (6) можна побудувати додатновизначену функцію  txV , , яка 

допускає нескінченно малу вищу границю, а також функцію керування ),(* txu  

такі, що задовольняють наступним умовам: 

1) функція    ttxuxtx ),,(,, *   є додатно визначена;  

2) має місце рівність  

  0,,,  tuxVb  ; (8) 

3) для довільного вектора u  виконується нерівність 

  0,,,  tuxVb , (9) 
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то керування ),(* txu  розв’язує задачу про оптимальну стабілізацію (6), 

(7), при цьому 

   00 ,),)(),((min),)(),((

00

txVdtttutxdtttutxuJ
tt





    .

 (10) 

Доведення. При )(* tuu   функція  txV ,  задовольняє умовам теореми 

Ляпунова про асимптотичну стійкість. Її похідна в силу (6) визначається згідно 
співвідношення (8) рівністю 

 
)),(),((

,
ttutx

dt

txdV


    (11)  

і тому є від’ємновизначеною. Доведемо справедливість формули (10). 
Оскільки розв’язок системи (6) є асимптотично стійкий, то  

  .0),(lim 


ttxV
t

 (12) 

Інтегруємо (11) від 0tt   до Tt   і враховуємо (12). Таким чином, 

отримуємо 

 
   00 ),(),(

),(

0

ttxVTTxV
dt

ttxdV
T

t


 

 

T

t

dtttutx

0

)),(),(( . 

Тепер при T  

    

T

t

dtttutxtxV

0

)),(),((, 00  . (13) 

Нехай, з іншого боку, керування  txu ,
^

 розв’язує задачу стабілізації 

незбуреного руху. З нерівності (9) випливає, що  

    















  ttutx
dt

dV
,,

^^

)6(

 , (14) 

де  tx
^

 - траєкторія системи (6) при керуванні  tu
^

. Інтегруємо (14) від 0t  

до T  і отримуємо 

      




































T

t

dtttutxtxVTTxVttxVTTxV

0

,,,),(),(),(
^^

00

^

00

^^



. 
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Враховуючи, що 0),(lim
^












ttxV

t
 , з останньої нерівності отримуємо  

     


 









0

,,,
^^

00

t

dtttutxtxV  .  

Це доводить справедливість формули (10). Теорему доведено. 

Функцію Ляпунова  txV , , що задовольняє умовам теореми 

Красовського, називають оптимальною. Розглянемо умови (8), (9). Вони 
означають наступне: на керуваннях, що забезпечують розв’язок задачі 
стабілізації чи на оптимальному керуванні справджується диференціальне 
рівняння Беллмана. Таким чином, для задачі оптимальної стабілізації функція 
Беллмана і оптимальна функція Ляпунова співпадають.  

3. Оцінка області стабілізації. Розглянемо систему диференціальних 
рівнянь 

 tuxf
dt

dx
,, , (15) 

де x  - n -вимірний вектор фазових координат,  tuxf ,,  - n -вимірна 

вектор функція, що є неперервна за x , u  та t  , u  - r -вимірна функція 

керування, 0tt  . Припустимо також, що керування ),( txuu   

розглядається у класі з оберненим зв’язком, 0),0( tu ,   0),,0(,0 ttuf . 

Означення. Множина 
nRX  , що містить точку нуль, називається 

областю асимптотичної стійкості незбуреного руху системи (15), якщо при 

00 )( xtx  , Xx 0  має місце граничне співвідношення 

0),,(lim 00 


txtx
t

. 

Як правило, отримати всю множину X  асимптотичної стійкості дуже 

складно. Тому X  оцінюють, тобто, знаходять найбільшу кульку чи еліпсоїд, 

що міститься в X . 

Означення. Множина 

^

X  фазового простору називається оцінкою області 

X  асимптотичної стійкості системи (15), якщо для всіх початкових умов 
^

0 Xx   виконується співвідношення Xtxtx ),,( 00 , 0tt  , 

0),,(lim 00 


txtx
t

. 
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Очевидно, що XX 
^

. Оскільки асимптотична стійкість програмного руху 

системи (15) забезпечується за рахунок належного вибору керування ),( txu , 

то область 

^

X   називають оцінкою області стабілізації. Розглянемо випадок 

).(),(),,(),,( xutxuuxftuxf    

Оцінку області асимптотичної стійкості шукаємо у вигляді множини  

})(:{
^

cxvRxX n  ,  

де )(xv  є додатно визначена функція Ляпунова. Припустимо, що система 

(15) є лінійна, тобто  

BuAx
dt

dx
 , 

де A  - nn  матриця, B  - rn  матриця, причому має місце критерій 

цілком керованості  

nBAABBrang n  ),...,,( 1
. 

Керування вибираємо у вигляді Pxu   , де P  - nr  постійна матриця. 

Зручно функцію Ляпунова вибирати у вигляді  

Dxxxv T)( ,  

де D  - додатно визначена симетрична матриця. Тоді  

    







BuAxDxDxBuAx

dt

dx
DxDx

dt

dx

dt

dv TTT
T

)15(

 

        xBPADDBPAxxBPADxDxBPAx
TTTTT 

 .  
Будемо вимагати для асимптотичної стійкості, щоб 

xx
dt

dv T








)15(

. 

Тоді  

    IBPADDBPA
T

 . (16) 

З рівняння (16) визначається матриця P . 

Як відомо, розв’язком екстремальної задачі   

max,yxT
  ,:  DxxRxx Tn

 
nRy  

є точка 
Dy

DyD
x

T

 .  При цьому 

   DyDxxRxxyx TnT   ::max . (17) 
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Задача 20. Довести співвідношення (17). 
Якщо обмеження на керування мають вигляд  

uu  ,  (18) 

то використовуючи (17)і представлення керування у формі Pxu   , 

отримуємо  





r

i

i

r

i

T

i Dpxpu
11

22
)(  .  

Тут  r

T pppp ,...,, 21 , riRp n

i ,...,2,1,  . Параметр 0  

підбираємо так, щоб uDp
r

i

i 
1

 . 

Тоді виконується обмеження (18). Отже,  





r

i

iDp

u

1

 . (19) 

Оцінка (19) є оцінкою області стабілізації у формі еліпсоїда. Знаходження 
оцінки (19) здійснюється за наступним методом.  

Алгоритм. 
Крок 1. Вибираємо довільну додатновизначену симетричну матрицю 

nnRD  . 

Крок 2. Знаходимо матрицю P  з матричного рівняння Ляпунова (16). 

Крок 3. Будуємо регулятор Pxu   і знаходимо оцінку області стабілізації 

у вигляді (19). 

Якщо обмеження на керування мають вигляд uui
ri


 ,...,2,1
max , то, оскільки 

xpu T

ii  , отримуємо i

T

i Dpxp  . Звідси 

i
ri

i
ri

Dpu
,...,2,1,...,2,1

maxmax


 . 

Параметр 0  вибираємо з умови uDpi
ri


 ,...,2,1
max . Звідси оцінка 

області стабілізації має вигляд 

i
ri
Dp

u

,...,2,1
max


 . 

Задача 21. Як обчислювати оцінку області стабілізації у випадку, якщо 

обмеження на керування мають вигляд riuu ii ,...,2,1,   ? 
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