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Тема 1

Рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними

1.1 Диференцiальнi рiвняння першого порядку. Базо-
вi поняття

Спiввiдношення, яке пов’язує незалежну змiнну x ∈ I = (a, b), функцiю y(x), а також
її похiднi dy

dx
, . . . , dny

dxn , тобто спiввiдношення вигляду

f

(
x, y,

dy

dx
, . . . ,

dny

dxn

)
= 0, (1.1)

називається звичайним диференцiальним рiвнянням. Тут f є деяким скалярним
вiдображенням. Число n називається порядком диференцiального рiвняння.

Означення 1.1. Функцiя y(x) називається розв’язком диференцiального рiвняння (1.1),
якщо вона є n-разiв неперервно диференцiйованою на деякому iнтервалi I = (a, b) i за-
довольняє диференцiальному рiвнянню (1.1) для всiх x ∈ I. Це означає, що при пiдста-
новцi функцiї y(x) в рiвняння (1.1) ми одержуємо тотожнiсть, тобто

f

(
x, y(x),

dy(x)

dx
, . . . ,

dny(x)

dxn

)
= 0, x ∈ I.

Приклад 1.1. Рiвняння
y′′ + 3xy′ + 2y = x2

є диференцiальним рiвнянням другого порядку. Слiд зауважити, що при постановцi за-
дач можемо не вказувати аргументу функцiї явно, а орiєнтуватись за контекстом. Так,
наявнiсть позначення першої i другої похiдних y′, y′′ показує, що y позначає шукану
функцiю, а x – незалежну змiнну, x ∈ (−∞,+∞). Слiд зазначити, що позначення по-
хiдних можуть варiюватись. Так, перша похiдна y′ може бути позначена як dy

dx
. Може

бути застосоване також механiчне позначення ẏ. Друга похiдна y′′ може бути позначена
як d2y

dx2 , або y(2). Може бути застосоване також механiчне позначення ÿ. Для похiдних
n-го порядку використовують позначення dny

dxn або y(n).
При n = 1 диференцiальне рiвняння (1.1) називається диференцiальним рiвнянням

першого порядку
F (x, y, y′) = 0. (1.2)

Тут F – вiдоме скалярне вiдображення. Диференцiальне рiвняння (1.2) називається
розв’язаним вiдносно похiдної, якщо його можна представити у виглядi

dy

dx
= f(x, y), (1.3)
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Рис. 1.1. Сер Iсаак Ньютон (1643 - 1725), Леонард Ейлер (1707 - 1783), Жозеф-Луї Лагранж
(1736 - 1813), Огюстен Луї Кошi (1789 - 1857) – основоположники теорiї диференцiальних

рiвнянь

де f(x, y) – вiдоме скалярне вiдображення.

Означення 1.2. Розв’язком диференцiального рiвняння (1.3) на iнтервалi I назвемо
неперервно диференцiйовану на I функцiю

y = φ(x),

яка визначена в областi визначення функцiї f(x, y) i яка перетворює диференцiальне
рiвняння (1.3) на тотожнiсть для всiх x ∈ I, тобто

dφ(x)

dx
= f(x, φ(x)), x ∈ I.

При цьому графiк розв’язку y = φ(x), x ∈ I називається iнтегральною кривою дифе-
ренцiального рiвняння (1.3).

Приклад 1.2. Рiвняння
y′ + 2y = 0

є диференцiальним рiвняння першого порядку. Функцiя y(x) = e−2x, x ∈ (−∞,+∞) є
розв’язком цього рiвняння. Його можна розв’язати вiдносно похiдної i подати у виглядi

y′ = −2y.

Поряд з записом диференцiального рiвняння у нормальнiй формi

dy

dx
= f(x, y)

ми будемо розглядати еквiвалентний його запис в диференцiальнiй формi

dy − f(x, y)dx = 0.

Еквiвалентнiсть цих записiв випливає з означення диференцiала функцiї dy = y′(x)dx.
В бiльш загальному виглядi рiвняння в диференцiальнiй формi подається так

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0. (1.4)

Тут M(x, y), N(x, y) – неперервнi в деякiй областi з R2 функцiї. Якщо N(x, y) ̸= 0,
то (1.4) можна подати у нормальнiй формi. Для цього дiлимо праву i лiву частину
рiвняння (1.4) на N(x, y) i одержуємо

dy +
M(x, y)

N(x, y)
dx = 0.
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Тодi з означення диференцiалу функцiї одержуємо рiвняння в нормальнiй формi

dy

dx
= −M(x, y)

N(x, y)
.

Звiдси робимо висновок, що представлення диференнцiального рiвняння першого по-
рядку в нормальнiй i у диференцiальнiй формах є еквiвалентними.

Приклад 1.3. Рiвняння
y′ = y

є диференцiальним рiвняння першого порядку, розв’язаним вiдносно похiдної. Фун-
кцiя y = ex, x ∈ (−∞,+∞) є розв’язком цього рiвняння. Втiм, функцiя y = 2ex ,
x ∈ (−∞,+∞) є також розв’язком цього рiвняння. Такий розв’язок називають ча-
стинним. Ми можемо помiтити, що, домножуючи функцiю ex на будь-яку константу,
одержуємо розв’язок запропонованого диференцiального рiвняння. Це наштовхує на
думку, що диференцiальне рiвняння має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв. Тому постає
питання про параметричне представленнi розв’язкiв диференцiального рiвняння, щоб
описати всi можливi його частиннi розв’язки. Таке представлення розв’язку називається
загальним розв’язком. Для запропонованого рiвняння загальним розв’язком є функцiя
y = Cex, x ∈ (−∞,+∞), де C – довiльна константа.

В теорiї диференцiальних рiвнянь важливу роль вiдiграє задача, яка називається
задачею Кошi.

Означення 1.3. Задача Кошi для диференцiального рiвняння вигляду

dy

dx
= f(x, y)

полягає у тому, щоб знайти такий розв’язок y = y(x), який проходить через задану
точку (x0, y0), тобто

y(x0) = y0. (1.5)

Спiввiдношення (1.5) називається умовою Кошi, або початковою умовою. Точка (x0, y0)
називається початковою.

Геометричний змiст задачi Кошi полягає у тому, щоб знайти таку iнтегральну криву
диференцiального рiвняння (1.3), яка проходить через початкову точку (x0, y0).

Приклад 1.4. Розглянемо задачу Кошi

y′ = y, y(0) = 1.

Розв’язком задачi Кошi є функцiя y(x) = ex, x ∈ (−∞,+∞), так як вона є розв’язком
диференцiального рiвняння y′ = y, причому при x = 0 ї ї значення дорiвнює 1. Слiд
зазначити, що графiк функцiї y(x) = ex проходить через точку (0, 1).

Для рiвняння першого порядку ми можемо видiлити такi способи представлення
його розв’язку:

• загальний розв’язок;

• частинний розв’язок;

• особливий розв’язок;

• загальний iнтеграл;

• iнтеграл.
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Рис. 1.2. Iнтегральнi кривi

Означення 1.4. Частинним розв’язком диференцiального рiвняння першого порядку

dy

dx
= f(x, y)

називається такий його розв’язок, що в кожнiй точцi його iнтегральної кривої вико-
нуються умови єдиностi розв’язку задачi Кошi. Це означає, що через кожну точку
iнтегральної кривої цього розв’язку можна провести лише одну iнтегральну криву
цього рiвняння.

Означення 1.5. Особливим розв’язком диференцiального рiвняння першого порядку

dy

dx
= f(x, y)

називається такий його розв’язок, що в кожнiй точцi його iнтегральної кривої пору-
шуються умови єдиностi розв’язку задачi Кошi. Це означає, що через кожну точку
iнтегральної кривої цього розв’язку можна провести двi, або бiльше iнтегральних кри-
вих цього рiвняння.

Слiд зауважити, що розв’язки можуть бути i не частинними, i не особливими.

Означення 1.6. Загальним розв’язком диференцiального рiвняння першого порядку

dy

dx
= f(x, y), x ∈ I

називається параметричне представлення його розв’язку у виглядi

y = φ(x,C),

де x ∈ I, C ∈ R – параметр, для якого виконуються такi умови:

• для кожного фiксованого C0 ∈ R функцiя φ(x,C0) є частинним розв’язком рiвня-
ння (1.3);

• для кожної точки (x0, y0) знайдеться така стала C0 ∈ R, що функцiя φ(x,C0) є
розв’язком задачi Кошi з початковою точкою (x0, y0), тобто

y0 = φ(x0, C0).

6



Означення загального розв’язку говорить про те, що iснує однозначна вiдповiднiсть
мiж початковою умовою (x0, y0) i значенням параметра C. Тому загальний розв’язок мо-
жна подати у виглядi y = φ(x, x0, y0). Такий спосiб представлення загального розв’язку
називається формою Кошi.

Якщо загальний розв’язок подано у неявному виглядi F (x, y, C) = 0, то таке пред-
ставлення розв’язку називається загальним iнтегралом диференцiального рiвняння.

Означення 1.7. Неперервна функцiя U(x, y), яка не є тотожно постiйною, називає-
ться iнтегралом диференцiального рiвняння першого порядку

dy

dx
= f(x, y), x ∈ I,

якщо результатом пiдстановки будь-якого розв’язку y = φ(x) цього рiвняння у фун-
кцiю U(x, y) є постiйна величина, тобто

U(x, φ(x)) = C, x ∈ I,

де C ∈ R – константа. За умови, що функцiя U(x, y) є неперервно диференцiйованою,
маємо

dU(x, φ(x)) = 0, x ∈ I.

Якщо вдається визначити iнтеграл U(x, y) диференцiального рiвняння, то за допо-
могою спiввiдношення

U(x, y) = C

одержуємо загальний iнтеграл цього рiвняння, де C ∈ R – довiльна константа.

Приклад 1.5. Функцiя
U(x, y) = e−xy

є iнтегралом диференцiального рiвняння y′ = y. Дiйсно, оскiльки в диференцiальнiй
формi рiвняння має вигляд

dy = ydx,

то на розв’язках рiвняння

dU(x, y) = −e−xydx+ e−xdy = −e−xydx+ e−xydx = 0.

Це означає, що для довiльного розв’язку φ(x) цього рiвняння

U(x, φ(x)) = C, x ∈ (−∞,+∞),

де C ∈ R – константа. Отже, за означенням (1.7) функцiя U(x, y) є iнтегралом цього
рiвняння, а спiввiдношення

e−xy = C

є його загальним iнтегралом. З загального iнтегралу можемо одержати загальний розв’язок
диференцiального рiвняння

y = exC.

Якщо (x0, y0) є початковою точкою, то вiдповiдне їй значення C записується так

C = e−x0y0.

Тодi
y = ex−x0y0

є загальним розв’язком диференцiального рiвняння у формi Кошi.
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1.2 Диференцiальнi рiвняння з вiдокремленими змiн-
ними

Розглянемо рiвняння
f(x)dx+ g(y)dy = 0, (1.6)

де f(x), g(y) – неперервнi функцiї своїх аргументiв. Диференцiальне рiвняння (1.6)
називається рiвнянням з вiдокремленими змiнними. Рiвняння (1.6) є еквiвалентним
до

d

(∫
f(x)dx+

∫
g(y)dy

)
= 0.

Тодi, використовуючи властивостi диференцiала, загальний розв’язок у неявнiй фор-
мi, тобто, загальний iнтеграл рiвняння (1.6) в квадратурах (за допомогою iнтегралiв
функцiй) можна подати так ∫

f(x)dx+

∫
g(y)dy = C, (1.7)

де C – довiльна константа. Загальний iнтеграл рiвняння (1.6) можна також записати з
використанням визначених iнтегралiв∫ x

x0

f(s)ds+

∫ y

y0

g(s)ds = C. (1.8)

Тут C – довiльна константа. Якщо потрiбно знайти розв’язок задачi Кошi y(x0) = y0,
то C = 0 i маємо загальний iнтеграл у формi Кошi∫ x

x0

f(s)ds+

∫ y

y0

g(s)ds = 0. (1.9)

До рiвнянь з вiдокремленимим змiнними зводяться рiвняння, якi називаються рiв-
няннями з вiдокремлюваними змiнними.

Означення 1.8. Рiвняння вигляду

m(x)n(y)dx+ f(x)g(y)dy = 0 (1.10)

називають рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними.

Тут m(x), n(y), f(x), g(y) – неперервнi функцiї. Припустимо, що

f(x)n(y) ̸= 0.

Тодi, якщо подiлити лiву i праву частину рiвняння (1.10) на f(x)n(y), то отримаємо
рiвняння з вiдокремленими змiнними

m(x)

f(x)
dx+

g(y)

n(y)
dy = 0. (1.11)

Загальний iнтеграл диференцiального рiвняння (1.10) має вигляд∫
m(x)

f(x)
dx+

∫
g(y)

n(y)
dy = C, (1.12)

де C – довiльна константа. Слiд зазначити, що при дiленнi на f(x)n(y) ми можемо
втратити розв’язки, якi визначаються рiвняннями n(y) = 0, f(x) = 0. Тому цi спiввiд-
ношення слiд окремо аналiзувати.
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Приклад 1.6. Розв’язати рiвняння

y′ sinx = y ln y.

Розв’язок: Подамо рiвняння у виглядi

dy

dx
sinx = y ln y.

Роздiливши змiннi, отримаємо рiвняння

dy

y ln y
=

dx

sinx
.

Проiнтегрувавши лiву i праву частини одержаного спiввiдношення, знайдемо∫
dy

y ln y
=

∫
dx

sinx
+ C1,

де C1 – довiльна константа. Подамо константу C1 у виглядi

C1 = ln |C|,

де C – довiльна константа. Тодi∫
dy

y ln y
=

∫
dx

sinx
+ ln |C|.

Перший iнтеграл дає ∫
dy

y ln y
=

∫
d ln y

ln y
= ln |ln y| .

Другий iнтеграл∫
1

sinx
dx =

∫
sinx

sin2 x
dx = −

∫
d cosx

1− cos2 x
= −

∫
d cosx

(1− cosx)(1 + cos x)
.

Оскiльки
1

(1− cosx)(1 + cos x)
=

1

2

[
1

(1− cosx)
+

1

(1 + cos x)

]
,

то ∫
1

sinx
dx = −1

2

∫ (
1

1− cosx
+

1

1 + cos x

)
d cosx =

=
1

2
ln |1− cosx| − 1

2
ln |1 + cos x| = ln

∣∣∣tgx
2

∣∣∣ .
Отже,

ln |ln y| = ln
∣∣∣tgx

2

∣∣∣+ ln |C|,

де C – довiльна константа. Звiдси

ln y = C tg
x

2
.

У такий спосiб одержуємо загальний розв’язок рiвняння

y = eC tg x
2 .

Тут C – довiльна константа.
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При y = 1 функцiя y ln y = 0. Пiдставляємо y = 1 в

y′ sinx = y ln y.

Одержуємо тотожнiсть. Робимо висновок, що y(x) = 1 – розв’язок, який ми втратили
при роздiленнi змiнних. Аналогiчно перевiряємо x = 0, який не є розв’язком.

Вiдповiдь: загальний розв’язок рiвняння

y = eC tg x
2 ,

де C – довiльна константа; y = 1.
Приклад 1.7. Розв’язати рiвняння

x2y2y′ + y = 1.

Розв’язок: Подамо рiвняння у виглядi

x2y2
dy

dx
+ y = 1.

Звiдси

x2y2
dy

dx
+ y − 1 = 0.

Приведемо рiвняння до диференцiальної форми

x2y2dy + (y − 1)dx = 0.

Роздiлимо на x2(y − 1). Отримуємо

y2

y − 1
dy +

dx

x2
= 0.

Iнтегруємо одержану рiвнiсть ∫
y2

y − 1
dy +

∫
dx

x2
= C.

Тут C – довiльна константа. Знайдемо iнтеграли∫
y2

y − 1
dy =

∫
y2 − 1

y − 1
dy +

∫
1

y − 1
dy =

=

∫
(y + 1)dy +

∫
1

y − 1
dy =

y2

2
+ y + ln |y − 1|,∫

dx

x2
= −1

x
.

Отже, загальний iнтеграл рiвняння

y2

2
+ y + ln |y − 1| − 1

x
= C.

Тут C – довiльна константа.
При y = 1 функцiя y − 1 = 0. Пiдставляємо y = 1 в

x2y2dy + (y − 1)dx = 0.

Одержуємо тотожнiсть. Робимо висновок, що y(x) = 1 – розв’язок, який ми втратили
при роздiленнi змiнних.

Вiдповiдь: Загальний iнтеграл рiвняння

y2

2
+ y + ln |y − 1| − 1

x
= C,

де C – довiльна константа; y = 1.
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Приклад 1.8. Розв’язати рiвняння

x(1 + y2) + y(1 + x2)
dy

dx
= 0.

Розв’язок: Представимо рiвняння у виглядi

x(1 + y2)dx+ y(1 + x2)dy = 0.

Роздiливши обидвi частини цього рiвняння на (1 + x2)(1 + y2), отримаємо рiвняння
з вiдокремленими змiнними

x

1 + x2
dx+

y

1 + y2
dy = 0.

Iнтегруємо це рiвняння ∫
xdx

1 + x2
+

∫
ydy

1 + y2
= C1

i послiдовно знаходимо∫
xdx

1 + x2
=

1

2
ln (1 + x2),

∫
ydy

1 + y2
=

1

2
ln (1 + y2).

Тут C1 – довiльна константа. Отже,
1

2
ln (1 + x2) +

1

2
ln (1 + y2) =

1

2
ln |C|.

Тут 1
2
ln |C| = C1, C – довiльна константа. Звiдси (1 + x2)(1 + y2) = C.

Вiдповiдь: загальний iнтеграл рiвняння

(1 + x2)(1 + y2) = C,

де C – довiльна константа.
Приклад 1.9. Знайти розв’зок задачi Кошi

(1 + ex)yy′ = ex, y(0) = 1.

Розв’язок: Запишимо рiвняння у виглядi

(1 + ex)y
dy

dx
= ex.

Вiдокремлюючи змiннi, отримуємо

ydy =
exdx

1 + ex
.

Iнтегруючи лiву i праву частини рiвняння, знайдемо загальний iнтеграл
y2

2
= ln(1 + ex) + C. (1.13)

Тепер з умови Кошi y(0) = 1 знайдемо вiдповiдну цiй умовi довiльну константу. Пiд-
ставлюючи x = 0 та y = 1 в (1.13), матимемо

1

2
= ln 2 + C,

звiдки
C =

1

2
− ln 2.

Пiдставляючи в (1.13) знайдене значення C, отримуємо

y2

2
= ln(1 + ex) +

1

2
− ln 2.

Вiдповiдь: розв’язок задачi Кошi має вигляд
y2

2
= ln

1 + ex

2
+

1

2
.
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1.3 Рiвняння, яке зводиться до рiвняння з вiдокрем-
леними змiнними

Розглянемо рiвняння вигляду

dy

dx
= f(ax+ by + p),

де a, b ̸= 0, p — сталi, f(x) – неперервна функцiя. Одним з загальних прийомiв, який
застосовується при знаходженнi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь, є замiна змiн-
них. Вдала замiна змiнних дозволяє одержати рiвняння, для якого ми вмiємо знайти
розв’язок. У випадку, який розглядається, доцiльно зробити замiну

z = ax+ by + p.

Тодi
dz = adx+ bdy,

звiдки
dz

dx
= a+ b

dy

dx
,
dy

dx
=

1

b

dz

dx
− a

b
.

В результатi одержуємо рiвняння

dz

dx
= a+ bf(z).

В диференцiальнiй формi маємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

dz

a+ bf(z)
− dx = 0.

Пiсля знаходження загального iнтегралу одержаного рiвняння, слiд застосувати пере-
творення z = ax+ by + p.

Приклад 1.10. Розв’язати рiвняння

y′ =
√

4x+ 2y − 1.

Розв’язок: Введемо замiну змiнних

z = 4x+ 2y − 1.

Тодi
z′ = 4 + 2y′.

Одержуємо рiвняння
z′ − 4 = 2

√
z.

В диференцiальнiй формi маємо

dz

2 +
√
z
= 2dx.

Iнтегруємо лiву i праву частини i одержуємо∫
dz

2 +
√
z
=

∫
2dx+ C,
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де C – довiльна константа. Знайдемо перший iнтеграл∫
dz

2 +
√
z
.

Замiна √
z = t, dz = 2tdt, 2 +

√
z = 2 + t

дає∫
dz

2 +
√
z
=

∫
2tdt

2 + t
= 2

∫
t+ 2− 2

t+ 2
dt =

= 2t− 4 ln |2 + t| = 2
√
z − 4 ln

(
2 +

√
z
)
.

Отже, отримуємо
2
√
z − 4 ln

(
2 +

√
z
)
= 2x+ 2C,

де C – довiльна константа. Враховуючи, що

z = 4x+ 2y − 1,

знаходимо загальний iнтеграл рiвняння√
4x+ 2y − 1− 2 ln

(
2 +

√
4x+ 2y − 1

)
− x = C,

де C – довiльна константа.
Вiдповiдь: загальний iнтеграл рiвняння√

4x+ 2y − 1− 2 ln
(
2 +

√
4x+ 2y − 1

)
− x = C,

де C – довiльна константа.

1.4 Питання, тести для самоконтролю
1. Наведiть означення розв’язку диференцiального рiвняння першого порядку.

2. Сформулюйте задачу Кошi для диференцiального рiвняння першого порядку. На-
ведiть її геометричний змiст.

3. Наведiть означення загального розв’язку диференцiального рiвняння першого по-
рядку.

4. Сформулюйте означення загального iнтегралу диференцiального рiвняння першо-
го порядку.

5. Наведiть означення диференцiального рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

6. У чому полягає методика розв’язування диференцiальних рiвнянь з вiдокремлю-
ваними змiнними ?

7. Наведiть приклад диференцiального рiвняння першого порядку, яке не є дифе-
ренцiальним рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними.
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1.5 Задачi для самостiйної роботи
Знайти загальнi розв’язки або загальнi iнтеграли рiвнянь. В задачах 3, 8, 9, 10 знайти
розв’язок задачi Кошi.

1. (y2 − 1)(x+ 2)dx− x2ydy = 0

2. sec2 x tg ydx+ sec2 y tg xdy = 0

3. xy − (x2 + 1)y′ = 0, y(0) = 1

4. dy
dx

+ x3(y−1)3

(x+1)y
= 0

5. x2dx+ y3ex+ydy = 0

6. y−3 ln lnxdx+ xey
2
dy = 0

7. ex−1
ey

= ee
y
(1 + ex)y′

8. 2x(1 + y2)dx+ y(1 + x2)dy = 0, y(1) = 0

9. dy
dx

= ex+y, y(0) = 0

10. ydx+ (
√
xy −

√
x)dy = 0, y(1) = 1

11. y′ = sin(lnx)
cos(ln y)

12.
(

cosx
ln y

)2

dx+ y
x2dy = 0

13. 1−ln2 y
x ln y

dx+

√
3−ln2 x

y
dy = 0

14. y′ = cos(y − x)
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Тема 2

Однорiднi рiвняння.
Узагальнено-однорiднi рiвняння

2.1 Однорiднi функцiї i однорiднi рiвняння
Означення однорiдного диференцiального рiвняння базується на означеннi однорiдної
функцiї.

Означення 2.1. Скалярна функцiя f(x, y) називається однорiдною функцiєю вимi-
ру m, якщо для довiльного t > 0 знайдеться таке число m, що для будь-яких дiйсних
x, y справджується рiвнясть

f(tx, ty) = tmf(x, y).

Приклад 2.1. Функцiї

f1(x, y) = x2 + y2, f2(x, y) =
x2 + y2

x2 − y2

є однорiдними функцiями вимiру m = 2 i m = 0 вiдповiдно.

Означення 2.2. Рiвняння

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0, (2.1)

в якому функцiї M(x, y) i N(x, y) є неперервними однорiдними функцiями одного i того
ж вимiру m, називається однорiдним диференцiальним рiвнянням.

Однорiдне рiвняння можна звести до рiвняння вигляду

dy

dx
= f (x, y) , (2.2)

в якому функцiя f(x, y) – однорiдна функцiя нульового вимiру

f(tx, ty) = f(x, y).

Однорiдне рiвняння замiною змiнних

y = zx,

де z – нова функцiя вiд x, приводить до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.
Тодi диференцiал

dy = d(zx) = zdx+ xdz.
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Застосуємо запропоновану замiну змiнних до рiвняння (2.1). Одержуємо

M(x, zx)dx+N(x, zx)(zdx+ xdz) = 0.

Оскiльки функцiї M(x, y) i N(x, y) є однорiдними функцiями вимiру m, то

xmM(1, z)dx+ xmN(1, z)(zdx+ xdz) = 0.

Звiдси
(M(1, z) + zN(1, z)) dx+ xN(1, z)dz = 0.

Одержуємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

dx

x
+

N(1, z)

M(1, z) + zN(1, z)
dz = 0.

Застосовуємо мiркування, якi використовуються при розв’язуваннi рiвнянь з вiдокрем-
люваними змiнними i одержуємо

ln |x|+
∫

N(1, z)

M(1, z) + zN(1, z)
dz = ln |C|,

де C – довiльна константа. Враховуючи, що

y = zx, z =
y

x
,

одержуємо загальний iнтеграл однорiдного рiвнянняу виглядi

x = Ceϕ(
y
x
), ϕ(z) =

∫
N(1, z)

M(1, z) + zN(1, z)
dz.

Зауважимо, що при вiдокремленнi змiнних ми могли загубити розв’язки, якi задоволь-
няють рiвностi

M(1, z) +N(1, z)z = 0.

Отже, якщо рiвняння задовольняє умови означення 2.2, тобто ми маємо однорiдне
рiвняння, то замiною y = zx приходимо до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. По-
тiм розв’язуємо одержане рiвняння, вiдокремлюючи змiннi. В кiнцi застосовуємо знову
замiну змiнних y = zx i одержуємо загальний iнтеграл однорiдного рiвняння.

Приклад 2.2. Розв’язати рiвняння

(x2 + xy + y2)dx− x2dy = 0.

Розв’язок: Рiвняння
(x2 + xy + y2)dx− x2dy = 0

є однорiдним рiвнянням, так як функцiї

M(x, y) = x2 + xy + y2, N(x, y) = x2

є однорiдними рiвняннями вимiру m = 2. Дiйсно, для t > 0 маємо

M(tx, ty) = t2
(
x2 + xy + y2

)
= t2M(x, y),

N(tx, ty) = t2x2 = t2N(x, y).

Зробимо замiну змiнних
y = zx, dy = zdx+ xdz.
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Тодi
(1 + z + z2)dx− (xdz + zdx) = 0.

Звiдси
(1 + z2)dx− xdz = 0

i одержуємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Вiдокремивши змiннi

dx

x
− dz

1 + z2
= 0,

одержуємо
ln |x| − arctg z = ln |C|,

де C – довiльна константа. Звiдси

x = Cearctg z.

Згадуючи, що
y = zx, z =

y

x
,

одержуємо загальний iнтеграл рiвняння

x = Cearctg
y
x ,

де C – довiльна константа. Не важко пересвiдчитись, що x = 0 – також розв’язок, який
загубили при дiленнi.

Вiдповiдь: загальний розв’язок рiвняння

x = Cearctg
y
x ,

де C – довiльна константа; x = 0.

Приклад 2.3. Розв’язати рiвняння

xy′ =
√

x2 − y2 + y.

Розв’язок: Запишемо рiвняння у виглядi

y′ =

√
1−

(y
x

)2

+
y

x
,

так що дане рiвняння виявляється однорiдним щодо x та y. Покладемо

u =
y

x
,

або y = ux. Тодi
y′ = xu′ + u.

Пiдставляючи в рiвняння вирази для y та y′, отримуємо

x
du

dx
=

√
1− u2.

Пiдставляючи в рiвняння вирази для y та y′, маємо

x
du

dx
=

√
1− u2.
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Вiдокремлюючи змiннi, отримуємо

du√
1− u2

=
dx

x
.

Звiдси iнтегруванням знаходимо

arcsinu = ln |x|+ ln |C|,

або
arcsinu = ln |Cx|.

Замiнюючи u на y
x
, матимемо загальний iнтеграл

arcsin
y

x
= ln |Cx|.

Звiдси загальний розв’язок можна записати так

y = x sin lnCx.

При роздiленнi змiнних ми дiлили обидвi частини рiвняння на добуток

x
√
1− u2,

тому могли втратити розв’язки, якi визначаються з умови x = 0 та
√
1− u2 = 0. При

x ̸= 0, u = y
x

з спiввiдношення √
1− u2 = 0

отримуємо
y2

x2
= 1.

Цю рiвнiсть задовольняють функцiї y = −x i y = x. Безпосередньо пiдстановкою в рiв-
няння переконуємося, що функцiї y = −x i y = x також є розв’язками даного рiвняння.

Вiдповiдь: загальний розв’язок рiвняння

y = x sin ln |Cx|,

де C – довiльна константа; y = −x, y = x.

2.2 Рiвняння, яке зводиться до однорiдного
Розглянемо диференцiальне рiвняння вигляду

(a1x+ b1y + c1)dx+ (a2x+ b2y + c2)dy = 0,

де a1, a2, b1, b2, c1, c2 – постiйнi. Якщо c1 = c2 = 0, то таке рiвняння є однорiдним
вимiру m = 1. Якщо ця умова не виконується, то слiд застосувати замiну змiнних у
такий спосiб, щоб в нових координатах рiвняння було однорiдним рiвнянням вимiру
m = 1. Слiд розглянути такi випадки.

Випадок 1. Визначник
∆ =

∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ ̸= 0.

Це означає, що система рiвнянь {
a1x+ b1y + c1 = 0,

a2x+ b2y + c2 = 0
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має єдиний розв’язок x = x0, y = y0. Тодi замiна змiнних{
u = x− x0,

v = y − y0,

du = dx, dv = dy

приводить до однорiдного рiвняння вимiру m = 1.
Випадок 2. Визначник

∆ =

∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ = 0.

Припустимо b1 ̸= 0. Замiна

z = a1x+ b1y, a2x+ b2y = kz,

де k – коефiцiєнт пропорцiйностi, зводить вихiдне рiвняння до рiвняння з вiдокремлю-
ваними змiнними. Дiйсно, тодi

dz = a1dx+ b1dy, dy =
dz − a1dx

b1

i приходимо до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

(z + c1)dx+ (kz + c2)
dz − a1dx

b1
= 0.

Приклад 2.4. Розв’язати рiвняння

(x− 1)dy = (x+ y + 2)dx.

Розв’язок: Запишемо рiвняння у виглядi

(x+ y + 2)dx− (x− 1)dy = 0.

Знайдемо визначник

∆ =

∣∣∣∣ 1 1
−1 0

∣∣∣∣ = 1.

Отже, шукаємо розв’язок системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь{
x+ y + 2 = 0,

x− 1 = 0.

Одержуємо
x0 = 1, y0 = −3.

Робимо замiну {
u = x− 1,

v = y + 3,

du = dx, dv = dy.

Отримуємо однорiдне рiвняння

(u+ v)du− udv = 0

вимiру m = 1. Дiйсно, при t > 0 маємо

M(u, v) = u+ v, N(x, y) = −u,
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M(tu, tu) = t(u+ v) = tM(u, u), N(tu, tu) = −tu = tN(u, v).

Розв’язуємо однорiдне рiвняння. Зробимо ще одну замiну

v = zu, dv = zdu+ udz.

Тодi
(u+ uz)du− u(udz + zdu) = 0.

Звiдси
(1 + z)du− udz − zdu = 0,

du− udz = 0.

Одержуємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Вiдокремлюємо змiннi

du

u
− dz = 0

i iнтегруємо. Маємо
ln |u| − z = ln |C|,

де C – довiльна константа. Звiдси
u = Cez.

Оскiльки
v = zu, z =

v

u
,

то
u = Ce

v
u

– загальний iнтеграл однорiдного рiвняння, де C – довiльна константа. Помiтимо, що
u = 0 – також розв’язок, який загубили при дiленнi. Для знаходження загального
iнтегралу вихiдного диференцiального рiвняння слiд у u = Ce

v
u пiдставити{

u = x− 1,

v = y + 3.

Вiдповiдь: загальний iнтеграл рiвняння

x− 1 = Ce
y+3
x−1 ,

де C – довiльна константа; x = 1.

Приклад 2.5. Розв’язати рiвняння

(x+ y + 1)dx+ (2x+ 2y − 1)dy = 0.

Розв’язок: Знайдемо визначник

∆ =

∣∣∣∣1 1
2 2

∣∣∣∣ = 0.

Тому застосуємо замiну
z = x+ y, dz = dx+ dy,

2z = 2x+ 2y, dy = dz − dx.

Одержуємо
(z + 1)dx+ (2z − 1)(dz − dx) = 0.
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Звiдси
(2− z)dx+ (2z − 1)dz = 0.

Приходимо до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

dx− 2z − 1

z − 2
dz = 0.

Iнтегруємо i знаходимо загальний iнтеграл цього рiвняння

x− 2z − 3 ln |z − 2| = −C,

де C – довiльна константа. Так як z = x+ y, то

−x− 2y − 3 ln |x+ y − 2| = −C,

звiдки
x+ 2y + 3 ln |x+ y − 2| = C

де C – довiльна константа. Помiтимо, що z = 2 – також розв’язок, йому вiдповiдає
x+ y = 2.

Вiдповiдь: загальний iнтеграл рiвняння

x+ 2y + 3 ln |x+ y − 2| = C,

де C – довiльна константа; x+ y = 2.

2.3 Узагальнено-однорiднi диференцiальнi рiвняння
Розглянемо рiвняння

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0, (2.3)

в якому функцiї M(x, y) i N(x, y) є неперервними. Рiвняння (2.3) називається узагаль-
нено однорiдним, якщо для довiльного t > 0 iснує таке число k, що для будь-яких x,
y пiдстановка в лiву частину

M(x, y)dx+N(x, y)dy

рiвняння (2.3) замiсть x, y, dy вiдповiдно

tx, tky, tk−1dy,

дає знову рiвняння (2.3). Це означає, що знайдеться таке m, для якого рiвнiсть

M(tx, tky)dx+N(tx, tky)tk−1dy = tm[M(x, y)dx+N(x, y)dy] (2.4)

виконується при всiх t > 0 для довiльних x, y, dx та dy. У такому випадку при будь-яких
t > 0 iснують такi числа k, m, що для будь-яких x, y виконується умова{

M(tx, tky) = tmM(x, y),

N(tx, tky) = tm−k+1N(x, y).
(2.5)

Помiтимо, що при k = 1 маємо звичайне однорiдне рiвняння.
Для того, щоб визначити, чи є рiвняння узагальнено однорiдним, можна застосувати

означення узагальнено-однорiдного рiвняння, або метод зважування. Метод зважу-
вання полягає у тому, що ми розбиваємо лiву частину

M(x, y)dx+N(x, y)dy
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Множник Вага
x 1
xm m
y k
ym mk
dx 0
dy k − 1

Табл. 2.1. Правило зважування

рiвняння на доданки, якi не мiстять операцiї додавання. Потiм для кожного доданку
визначимо його вагу за правилом, що вага множникiв сумується, константа не має ваги
i вага кожного множника визначається за таблицею 2.1. Якщо знайдеться константа k,
при якiй ваги кожного з доданкiв спiвпадають, то рiвняння є узагальнено-однорiдним.

Отже, визначивши k за означенням узагальнено-однорiдного рiвняння, або за мето-
дом зважування, застосуємо замiну змiнних

y = uk, dy = d(uk) = kuk−1du.

Така замiна приводить узагальнено-однорiдне рiвняння до однорiдного. Тому можна
зробити висновок, згадуючи метод розв’язування однорiдного рiвняння, що замiна

y = zxk, dy = d(zxk) = xkdz + kxk−1zdx (2.6)

приводить узагальнено-однорiдне рiвняння до рiвняння з роздiленими змiнними.
Наведемо алгоритм розв’язування узагальнено-однорiдного рiвняння на основi озна-

чення.

• Пiдставляємо в рiвняння M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 замiсть x, y, dy

tx, tky, tk−1dy.

• Знаходимо таке k, щоб в результатi пiдстановки знову одержати рiвняння

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0.

Для цього, можливо, потрiбно винести за спiльну дужку tm, де m – деяке число.

• Робимо пiдстановку (2.6).

• Приходимо до рiвняння з роздiленими змiнними.

Наведемо алгоритм знаходження показника k методом зважування.

• Розбиваємо лiву частину рiвняння M(x, y)dx+N(x, y)dy на доданки, якi не мiстять
додавання i вiднiмання.

• Оцiнюємо вагу кожного доданку за правилом, яке наведене у таблицi 2.1. Вага
добутку рiвна сумi їхнiх ваг, вага константи рiвна нулевi.

• Знаходимо k так, щоб ваги кожного доданку спiвпали.

• Робимо пiдстановку (2.6).

• Приходимо до рiвняння з роздiленими змiнними.
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Рис. 2.1. Марiус Софус Лi (1842 - 1899)

Приклад 2.6. Розв’язати рiвняння

(6− x2y2)dx+ x2dy = 0. (2.7)

Розв’язок: Рiвняння
(6− x2y2)dx+ x2dy = 0

розбиваємо на доданки
6dx− x2y2dx+ x2dy = 0.

Проводимо зважування кожного доданку згiдно таблицi 2.1. Вага 6dx рiвна нулевi, вага
x2y2dx рiвна 2 + 2k, вага x2dy рiвна 2 + k − 1. Прирiвнюємо ваги кожного доданку i
одержуємо систему

0 = 2 + 2k = 2 + k − 1. (2.8)

Ця система сумiсна i її розв’язком є

k = −1.

Можна пiдiбрати k iншим способом, а саме, за означенням узагальнено-однорiдного
рiвняння. Для цього в рiвняння замiсть x, y, dy пiдставляємо

tx, tky, tk−1dy.

Одержуємо (
6− (tx)2(tky)2

)
dx+ (tx)2tk−1dy = 0.

Розбиваємо на доданки

6dx− t2+2kx2y2dx+ t2+k−1x2dy = 0.

Аналiзуємо степенi змiнної t в кожному доданку. Знаходимо k з умови

0 = 2 + 2k = 2 + k − 1.

Розв’язком останнього спiввiдношення є k = −1. Далi застосовуємо замiну змiнних

y =
z

x
. (2.9)

Враховуючи означення диференцiала

df(x) = f ′(x)dx,

23



d(f(x)g(x)) = g(x)df(x) + f(x)dg(x),

одержуємо

dy = d
z

x
=

dz

x
− z

x2
dx.

Звiдси
xdz − (z2 + z − 6)dx = 0. (2.10)

Маємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Вiдокремлюємо змiннi

dz

z2 + z − 6
− dx

x
= 0.

Iнтегруючи, знаходимо ∫
dz

z2 + z − 6
−
∫

dx

x
= ln |C1|

або ∫
dz

(z − 2)(z + 3)
− ln |x| = ln |C1|.

Тут C1 – довiльна константа. Так як

1

(z − 2)(z + 3)
=

1

5(z − 2)
− 1

5(z + 3)
,

то ∫
dz

(z − 2)(z + 3)
− ln |x| = ln |C1|,∫

dz

5(z − 2)
−

∫
dz

5(z + 3)
− ln |x| = ln |C1|.

Звiдси
1

5
ln |z − 2| − 1

5
ln |z + 3| − ln |x| = ln |C1|.

Проводячи перетворення, одержуємо

ln |z − 2| − ln |z + 3| − 5 ln |x| = 5 ln |C1|,

ln |z − 2| − ln |z + 3| − ln |x|5 = ln |C5
1 |.

Позначимо C5
1 = C. Тодi

ln
|z − 2|

|z + 3||x|5
= ln |C|,

звiдки
z − 2

(z + 3)x5
= C. (2.11)

Пiдставляючи в останню рiвнiсть
z = xy,

одержуємо загальний iнтеграл рiвняння.
Вiдповiдь: загальний iнтеграл рiвняння

xy − 2

(xy + 3)x5
= C,

де C – довiльна константа.
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Приклад 2.7. Розв’язати рiвняння

4xydx+ (y − x2)dy = 0.

Розв’язок: Пiдставляємо в рiвняння замiсть x, y, dy

tx, tky, tk−1dy

i одержуємо
4(tx)(tky)dx+ (tky − (tx)2)tk−1dy = 0.

Звiдси
4tk+1ydx+ (t2k−1y − tk+1x)dy = 0.

Знаходимо k з умови рiвностi показникiв степенiв змiнної t, яка записується так

k + 1 = 2k − 1 = k + 1.

З останнього рiвняння одержуємо k = 2. Враховуючи (2.6), робимо замiну

y = zx2, dy = x2dz + 2xzdx.

Тодi
4x3zdx+ (zx2 − x2)(x2dz + 2xzdx) = 0.

Звiдси
2z(1 + z)dx+ x(z − 1)dz = 0.

Одержуємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Вiдокремлюємо змiннi

dx

x
+

(z − 1)dz

2z(1 + z)
= 0

i iнтегруємо ∫
dx

x
+

∫
(z − 1)dz

2z(1 + z)
= ln |C|.

Знаходимо iнтеграли ∫
(z − 1)dz

2z(1 + z)
=

1

2

∫
dz

z
−
∫

dz

z(1 + z)

i приходимо до спiввiдношення

ln |x| − 1

2
ln |z|+ ln |1 + z| = ln |C|.

Звiдси
xz−

1
2 (1 + z) = C.

Так як
z =

y

x2
,

то
x2 + y = y

1
2C.

Вiдповiдь: загальний iнтеграл рiвняння

x2 + y = y
1
2C,

де C – довiльна константа.
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2.4 Питання, тести для самоконтролю
1. Сформулюйте означення однорiдної функцiї вимiру m.

2. Наведiть приклади однорiдних функiй вимiрiв 0, 1, 2, 4.

3. Наведiть означення однорiдного диференцiального рiвняння першого порядку.

4. Яка пiдстановка застосовується при розв’язуваннi однорiдних диференцiальних
рiвнянь? До якого типу рiвнянь ми приходимо в результатi цiєї пiдстановки?

5. Наведiть означення узагальнено однорiдного диференцiального рiвняння першого
порядку.

6. У який спосiб можна перевiрити, що рiвняння є узагальнено однорiдним?

7. Яка пiдстановка застосовується при розв’язуваннi узагальнено однорiдних дифе-
ренцiальних рiвнянь? До якого типу рiвнянь ми приходимо в результатi цiєї пiд-
становки?

2.5 Задачi для самостiйної роботи
Знайти загальнi розв’язки або загальнi iнтеграли наведених нижче рiвнянь. В задачi 2
знайти розв’язок задачi Кошi.

1. (y +
√
x2 − y2)dx− xdy = 0

2. 2xydx+ (y2 − x2)dy = 0, y(1) = 1

3. (2x+ 3y)dx+ (x+ 2y)dy = 0

4. xy′ − x cos y
x
− y = 0.

5. (y3 + 2x2y)dx− (2x3 + 2xy2)dy = 0

6. (6x+ y − 1)dx+ (4x+ y − 2)dy = 0

7. (x+ y + 1)dx+ (2x+ 2y − 1)dy = 0

8. y(x2y2 + 1)dx+ (x2y2 − 1)xdy = 0

9. xydx+ (y4 − x2)dy = 0

10. xy′ = y(1 + ln y − lnx)

11. xdy − (
√

x2 + y2 + y)dx = 0

12. (xye
x
y + y2)dx− x2e

x
y dy = 0

13. (6xy + 5y2)dx+ (3x2 + 10xy − y2)dy = 0

14. (x3 + 3xy2)dx+ (2y3 + 3x2y)dy = 0

15. (x− 2)dx+ (y − 2x+ 1)dy = 0

16. (x+ 2y + 1)dx+ (2x+ 4y + 3)dy = 0

17. y3dx+ 2(x2 − xy2)dy = 0

18. (xy2 − y)dx− (x3y2 − 3x2y + 3x)dy = 0

26



Позначення

R – множина дiйсних чисел;

Rn – n-вимiрний евклiдiв простiр;

⟨x, y⟩ =
∑n

i=1 xiyi – скалярний добуток в Rn.
Тут x = (x1, x2, . . . , xn)

∗, y = (y1, y2, . . . , yn)
∗, ∗ – знак транспонування ;

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ =
√∑n

i=1 x
2
i – евклiдова норма;

f ′(x), f ′, df(x)
dx

, df
dx

– похiдна функцiї f(x);

dx – диференцiал змiнної x;

df(x), df – диференцiал функцiї f(x).
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