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РОЗДІЛ 1  

ДОДАТКОВІ ВІДОМОСТІ АНАЛІЗУ 

 

НЕПЕРЕРВНІ МНОГОЗНАЧНІ ВІДОБРАЖЕННЯ 

 

1. Окіл, модуль і сума множин. Для точок a  та b  з простору nR  евклідова метрика 

задається наступним чином   

baba ),( , 

де 
2

1

1

2








 



n

i

iaa ,  Tnaaaa 21 . За допомогою евклідової метрики для будь-якої точки 

nRa  і множини nRA  можна ввести відстань між точкою і множиною (рис.1) 
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Рис.1 

 

Позначимо    ),(:)( xaRxaK n , Aint  – множина внутрішніх точок множини А,  

A  – границя множини А. 

Означення. Модулем множини nRA  називається число 

aA
Aa

 sup . 

Його геометричний зміст є наступним (див. рис.2): A  дорівнює радіусу найменшої кулі з 

центром у точці 0, яка містить множину A . Це випливає з співвідношення 

    0:0inf,:0infsup  KAAaaaA
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Рис.2 

 



Лекція 2. 

В.В. Пічкур 

2 

Означення. Алгебраїчною сумою (або просто сумою) множин nRA  і nRB  

називається множина 

 BbAabaBA  ,: . 

Добутком множини nRA  на скаляр 1R  називається множина 

 AaaA  : . 

Лема 1. Якщо множини nRA  і nRB  є непорожніми компактами, то їх алгебраїчна 

сума є непорожнім компактом. 

Доведення. Нехай A , B . Тоді існують Aa , Bb , BAba   і тому 

 BA . Покажемо, що BA  є компактом. Виберемо   BAxk  , xxk
k




lim . Доведемо, 

що  BAx  .
1
 За означенням суми kkk bax  , Aak  , Bbk  , ,....2,1k  Виберемо такі 

підпослідовності    kMmm aa 


,    kPpp bb 


, що aam
Mm




lim , bbp
Pp




lim , Aa , Bb . Тут 

M  і P  – нескінченні підмножини множини натуральних чисел. Тоді 

x 


k
PMk
xlim   


kk

PMk
balim BAba  . Це доводить замкненість BA . Покажемо 

обмеженість BA . Виконуються включення 

  0KA ,  0KB  , 

де A , B . Виберемо довільне BAx  , bax  , Aa , Bb . Таким чином, 

a , b  і   babax . Звідси  0  KBA . Лему доведено. 

Приклад. Покажемо, що 

     baKbKaK   . 

   Виберемо довільне   aKx   bK . Це означає, що zyx  , де  ay , 

bz . Тоді    bax  ay  bz . Отже, x  baK  . 

   Нехай x  baK  . Побудуємо точки  aKy  ,  bKz   такі, що xzy  . 

Зафіксуємо  

    bax   . 

Якщо 0 , то bax    aK  bK . Нехай 0 . Тоді існують такі   ,0 ,   ,0 , 

що   . Візьмемо 

  baxay 



,   baxbz 




. 

Отримаємо  

 bazy    xbax 





,  

причому  ay   



 bax ,  bz   




 bax . Отже,  aKy  , 

 bKz   і  zyx  aK  bK . 

Задача 1. Довести, що якщо A  є компакт в nR , то A  є компакт, 1R . 

Задача 2. Знайти множину  aK . 

Задача 3. Чи завжди AAA 2 , nRA ? 

Означення.  околом (або розширенням радіусу  ) множини nRA  називається 

множина 

    AxRxA n ,: . 

Зауважимо, що )(xKA
Ax





  і AA   при 0 . 

                                                 
1
 Умова замкненості множини А+В 



Лекція 2. 

В.В. Пічкур 

3 

Лема 2. Якщо nRA  є компакт, то  0
 KAA  . 

Доведення.    Нехай Aa . Тоді  


),(min xa
Ax

. В силу теореми Вейєрштрасса, 

знайдеться Ay , таке, що  ay . Отже,  0Kya   і тому  0KAa  . 

   Візьмемо довільне  0KAx  . Тоді zax  , де Aa , z . Звідси 

 ax , тобто,  ),( Ax . Отже, Ax . Лему доведено. 

Задача 4. Нехай     1)1(22:, 22
 yxyxA . Побудувати розширення множини A  

радіусу 3 . 

2. Метрика Хаусдорфа та її геометричний зміст. Над системою множин можна ввести 

метрику. Так, від множини nRB   до множини nRA  вводиться відстань (  -метрика) 

),(supinfsup),( AbbaAB
BbAaBb




 , 

За допомогою  -метрики визначається  -метрика 

 )A,B(),B,A(max)A,B(   . 

яку ще називають метрикою Хаусдорфа. 

Задача 5. Показати, що на системі компактів виконуються для метрики Хаусдорфа 

аксіоми метрики. 

Має місце наступна теорема. 

Теорема 1.  Нехай nRA  і nRB  є непорожніми компактами, 0 . Нерівність  

 ),( BA  виконується тоді і тільки тоді, коли BA . 

Зауваження. Включення BA  за лемою 2 еквівалентне умові  0KBA  . 

Доведення.    Нехай  ),( BA . Тоді  

 


),(max Ba
Aa

. (1) 

З (1) випливає, що для довільного Aa  виконується  ),( Ba . Звідси Ba  і тому 
BA . 

   Якщо 
BA , то для кожної точки Aa  існує Bb , таке, що  ),( ba . Це 

означає, що виконується нерівність (1). Теорему доведено. 

Наслідок. Якщо множини A  і B  є непорожніми компактами в nR , 0 , то для того, 

щоб  ),( BA  необхідно і достатньо, щоб  
BA  та AB  . 

Теорема 2. Нехай nRA , nRB  – компакти. Має місце рівність 

  BABA  :0min),( . (2) 

Доведення. Нехай  ),( BA . Якщо 0 , то для всіх Aa  існує Bb , для яких  

0),( ba . Це означає, що BA , тобто, (2) справджується. Нехай 0 . За лемою 2  
BA . Згідно означення  -метрики 

 


),(max Ba
Aa

. 

За теоремою Вейєрштрасса існує Au , для якого  ),( Bu . Тобто, Bu  . Оскільки  
 BB int  

для   ,0 , то Bu ,   ,0 . Тобто,   BA :0min . Теорему доведено.  

Аналогічно доводиться наступне твердження. 

Теорема 3. Якщо nRA , nRB  – компакти, то 

  ABBABA  ,:0min),( . 
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Приклад. Нехай 2

2 )0( RKA  , 
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16

:),( 2
2

y
x

yxB . Знайдемо відстань 

Хаусдорфа ),( BA . 
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Рис. 3. 

 

Легко бачити (рис. 3), що AB  , BA  при 2 , 1 . Таким чином, з теорем 2 та 

3  випливає  1),( BA , 2),( AB  і  2),( BA . 

Задача 6. Знайти ),( BA ,  ),( AB  та ),( BA  для наступних множин A , B  з 2R : 

а) )0(2KA  , )0(4KB  ;  

б)   1,1:),(  xxxA ,   1,1:)0,(  xxB ; 

в) 








 14
4

:),( 2
2

y
x

yxA ,  








 1
4

24:),(
2

2 y
xyxB . 

3. Многозначні відображення. 

Означення. Нехай кожній точці mRDp   поставлена у відповідність непорожня 

замкнена множина nRpF )( . Тоді відображення F  називається многозначним 

відображенням (многозначною функцією). У випадку 1m  (тобто, 1RD  ) многозначна 

функція називається точково-многозначною. Відображення F  називається опуклозначним, 

якщо для довільної точки Dp  множина )( pF  є опуклою. Якщо множина )( pF  є 

компактом, Dp , то многозначне відображення F  називається компактозначним. 

Наведемо приклади многозначних відображень. 

1) Відображення 
n

p RKpF  )0()( ,  2,1p  є многозначним, опуклозначним та 

компактозначним. 

2) Якщо )p(  є опукла функція, nRp , )p(  - її субдиференціал, то   pF )p(  

є многозначним, опуклозначним та компактозначним відображенням. Якщо функція )p(  є 

диференційованою то відображення стає однозначним. 

Позначимо )()( pFMF
Mp
  - образ множини М. Наведемо деякі елементарні 

властивості многозначних відображень. 

Якщо DA , DB  , то  

1) )B(F)A(F)BA(F  ; 2) )B(F)A(F)BA(F  ; 3) )A(F)D(F)AD(F  ; 

4) якщо BA , то )B(F)A(F  . 

Будемо говорити, що многозначне відображення F  є власним, якщо знайдеться Dp , 

таке, що   pF . Множину 



Лекція 2. 

В.В. Пічкур 

5 

)F(Dom    pF:Dp  

називають ефективною множиною відображення F . Якщо D)F(Dom  , то відображення 

F  називається строгим.  

Приклад. Нехай матриця А розмірності nn  є виродженою. Тоді  

  pApF 1  pAx:Rx n  , nRp   

є многозначним відображенням. З теореми Кронекера-Капеллі випливає, що таке 

відображення є власним, але не строгим. 

Нижче будемо розглядати лише строгі многозначні відображення. 

4. Неперервність многозначних відображень. Як і в теорії функцій, фундаментальну 

роль в теорії многозначних відображень відіграє поняття неперервності. Є два основних види 

неперервності многозначних відображень: напівнеперервність зверху та неперервність за 

Хаусдорфом. Вони вводяться за допомогою  - та  -метрики. 

Означення. Многозначна функція F  називається  –неперервною (напівнеперервною 

зверху відносно включення) в точці p , якщо  

0))(),(( pFqF  при pq  .  

Якщо 

0))(),(( pFqF , pq  ,  

то F  називається   –неперервною (неперервною за Хаусдорфом) в точці p . Функція F  

називається  –неперервною (  –неперервною) на множині D, якщо вона є  –неперервною 

(  –неперервною) в кожній точці множини D. Так як ),(),( BABA   , то з  –

неперервності випливає  –неперервність для многозначних відображень. 

Приклад. Покажемо, що відображення 

)(: pKpF r , mRp , 0r  

є  - та  –неперервним. 

Зафіксуємо mRp . Побудуємо послідовність ppk  , k . Розглянемо 

bapFpF
pKbpKa

k
rkr


 )()(
minmax))(),(( . Нехай ppkk  , .,2,1 k  Не обмежуючи 

загальності, вважаємо, що rk  , ,2,1k , так як 0k  при k . 

Виберемо довільне )( kk pFa  , .,2,1 k  Розглянемо два випадки. Перший: якщо 

)(pFak  , то   0)(, pKa rk . Нехай )(pFak  , .,2,1 k  Проведемо пряму, що задається 

множиною точок (рис. 4) 

kapz )1(   ,  1,0 . (3) 

 

 

a k  

K r ( p )  

p  

p k  

z k  

K r ( p k )  

 
Рис. 4. 
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Знайдемо k   і відповідне йому kzz  , такі, що rpzk  . Отримаємо  

kkkkkk appappzr  )1()1(  . 

Таким чином,  

.1
k

k
ap

r


  (4) 

Так як rapppapr kkkkk   , то rap k
k




lim . З (4) випливає, що 0k , 

k . Враховуючи (3), маємо  

 kk az  rap kkkk   . 

Отже, 0lim 


kk
k

az . Так як kkk
pKb

azba
r


 )(
min , то   0)(, pKa rk , .,2,1 k  Це 

доводить  –неперервність даного відображення. Далі, за теоремою 2 та лемою 2 (див. рис. 

4) 

  


 )()(:0min))(),(( krrk pKpKpFpF  

  )0()()(:0min  KpKpK krr kkpp  . 

Таким чином, 0))(),(( kpFpF , k . Звідси випливає  –неперервність відображення 

F . 

Задача 7. Показати  - та  –неперервність наступних відображень. 

а) )0(Kp:F p , 0p  ; 

б)  pBxx:Rxp:F Tn  , 0p  . 

Тут B  - додатновизначена симетрична матриця розмірності nn . 

Задача 8. Довести що на відрізку  2,0  многозначне відображення 

 

 















2,1t),0(K

;1t),0(K)0(K

;1,0t),0(K

)t(F

2
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1

 

є напівнеперервним зверху, але не є неперервним за Хаусдорфом. 
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